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▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❡ ♣rés❡♥t❡♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❛ss❡♠❜❧❛❣❡s
❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳ ❈❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✱ ✐♥st❛❧❧és s✉r ❧❡s r♦✉t❡✉rs✱ s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s
♦❜s❡r✈és ❡t ❝♦♠♠❛♥❞és ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ s❡r✈✐❝❡ r❡♥❞✉ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✳ ❘❡❧❛t✐✈❡✲
♠❡♥t s✐♠♣❧❡s à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ✐❧s ♦♥t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t é✈♦❧✉é s♦✉s ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❛✈❛♥❝é❡s t❡❝❤✲
♥♦❧♦❣✐q✉❡s q✉✐ ♦♥t ❛✉t♦r✐sé ✉♥❡ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s tr❛♥s♣♦rté❡s
s✉s❝✐t❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣ét❡♥❝❡ ❣r❛♥❞✐ss❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✳
❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❧✬❛❝t✐✈✐té é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❡①✐❣❡ ❞❡s rés❡❛✉① ✜❛❜❧❡s ❡t ♣❡r❢♦r♠❛♥ts✳ ❩✳ ❑❡r✲
r❛✈❛❧❛ ✭❬✹✷❪✮ ❛ ré❛❧✐sé ✉♥❡ ét✉❞❡ ❡st✐♠❛♥t ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥❡ ♣❛♥♥❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❡♥tr❡ ❞❡ ✵✳✵✾ à
✹✳✺ ♠✐❧❧✐♦♥s ❞❡ ❞♦❧❧❛rs ♣❛r ❤❡✉r❡ s❡❧♦♥ ❧❡s s❡❝t❡✉rs ❞❡ ♠❛r❝❤és✳
▲❡s ❣r❛♥❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s à ❧✬❛❜r✐ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ❆✐♥s✐✱
❧✬é❝❤❛♥❣❡✉r ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ❇❧❛❝❦❇❡rr② s✉❜✐t✲✐❧ ✉♥❡ ♣❛♥♥❡ ❞❡ ✷✹ ❤❡✉r❡s ❡♥ ✷✵✶✶✳
❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ ♣é♥❛❧✐sé ❞❡s ♠✐❧❧✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡✳ P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❧✬❡♥✲
tr❡♣r✐s❡ ❢r❛♥ç❛✐s❡ ❋r❛♥❝❡ ❚❡❧❡❝♦♠ ❛ ❞✉ ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ à ✉♥❡ ♣❛♥♥❡ ❞❡ rés❡❛✉ s❛♥s ✜❧ ❞✉r❛♥t
✶✵ ❤❡✉r❡s ❡♥tr❡ ❧❡ ✻ ❡t ❧❡ ✼ ❥✉✐❧❧❡t ✷✵✶✷✳ ❉✉r❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣r❡ss❡ ❧❡ Prés✐❞❡♥t✲
❉✐r❡❝t❡✉r ●é♥ér❛❧ ♥✬❛ ♣❛s ✈♦✉❧✉ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛♥♥❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✐❧ ❛
♠❡♥t✐♦♥♥é q✉❡ ❞❡s ❝❛❞❡❛✉① ✭❤❡✉r❡s ❞✬❛♣♣❡❧✱ té❧é♣❤♦♥❡s✱ ❡t❝✳✮ s❡r❛✐❡♥t ♦✛❡rts ❛✉① ✉t✐❧✲
✐s❛t❡✉rs ✈✐❝t✐♠❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡✳ ❈❡s ♣❛♥♥❡s ♣r♦✉✈❡♥t ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ r❡♥❢♦r❝❡r ❧❡s
❛❝t✐✈✐tés ❞❡ ❣❡st✐♦♥✱ s✉✐✈✐ ❡t ♣ré✈❡♥t✐♦♥✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s rés❡❛✉① ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❝r✐t✐q✉❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡✲
♠❡♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡✉r ♥❛t✉r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♣ré❞✐r❡ ❧❡✉rs ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♥✬❡st ♣❛s s✐♠♣❧❡✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❝t✐✈✐tés✱ ♠ét❤♦❞❡s ♦✉ ♣r♦❝é❞✉r❡s ✈✐s❛♥t à ❧❡s s✉r✈❡✐❧❧❡r ❡st ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡
t❡r♠❡ ❞❡♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❞❡ rés❡❛✉①✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡✈❛♥t ❛ss✉r❡r ❧❡✉r ❜♦♥♥❡
s❛♥té✳ ❍é❧❛s✱ ❞❡♣✉✐s q✉❡❧q✉❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s✱ ❧❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❞❡ rés❡❛✉ s✬❡st ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t
❝♦♠♣❧✐q✉é✳ ■❧ r❡q✉✐❡rt ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬❡①♣❡rts ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬♦✉t✐❧s ❞❡ ❤❛✉t✲♥✐✈❡❛✉✳ ▲✬✐♥✲
tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ rés❡❛✉① ❛✉t♦♥♦♠❡s ❡t ❧❡s
❙♦❢t✇❛r❡ ❉❡✜♥❡❞ ◆❡t✇♦r❦ ✭♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ rés❡❛✉ ♦ù ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❧❡ ♣❧❛♥
❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t sé♣❛rés✮ ♥❡ ✈♦♥t ♣❛s ❛❧❧é❣❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t
❞❡s rés❡❛✉① é♠❡r❣❡♥ts✳
❆✜♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡s rés❡❛✉① ♣❧✉s st❛❜❧❡s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❞♦✐✈❡♥t ♣♦✉✈♦✐r
s✬❛❞❛♣t❡r à ❞❡s s②stè♠❡s t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ❣r❛♥❞s✱ ❞❡✈❡♥✐r ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s ❞❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ré❛❣✐r ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❛✉① ♣❛♥♥❡s ♦❜s❡r✈é❡s✳ ❊❧❧❡s ❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥❝
ré♣♦♥❞r❡ à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t très ❢♦rt❡s✳ ❉❡✉① ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❡ss❡♥t✐❡❧s
♣♦✉r ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s✬❛♣♣❡❧❧❡♥t ❧❛ ♣r♦❛❝t✐✈✐té ❡t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐✈✐té✳ ▲❛ ♣r♦❛❝t✐✈✐té ❞és✐❣♥❡ ✉♥
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❛✈❛♥t ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛♥♥❡ ❡t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐✈✐té ❝♦♥✲
s✐st❡ à ét✉❞✐❡r ❧❡ rés❡❛✉ s✉r ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧♦♥❣✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥❡s
❛♥♦♠❛❧✐❡s ❡t é✈✐t❡r ❞❡ ❢✉t✉r❡s ♣❛♥♥❡s✳ ❈❡s ❝r✐tèr❡s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ ❧❡s t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❡✛❡❝t✉❡♥t ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s ❡♥ t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ❊♥✜♥ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♥❡ ❞♦✐t
♣❛s r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥séq✉❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❡❧❧❡ ❡st ✐♠♣❧❛♥✲
té❡✳ ❊❧❧❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ❝♦♥s♦♠♠❡r ♣❡✉ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✭t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡✮✳ ❯♥
♣r❡♠✐❡r ❛s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞é❢❡♥❞✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❡st ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡
✾
✶✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
♠ét❤♦❞❡s ❧é❣èr❡s ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳
▲❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ rés❡❛✉ r❡♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡✉t êtr❡
❛♠é❧✐♦ré❡ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❜♦r♥❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❣é♥ér❛❧❡s ✿ t❛✐❧❧❡ ❞❡s
✜❧❡s ❞✬❛tt❡♥t❡✱ ❝❤❛r❣❡ ❞✉ rés❡❛✉✱ ❞é❧❛✐ ❞✬❛tt❡♥t❡✱ ❡t❝✳ ❉❡♣✉✐s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♥♥é❡s✱ ❧❡s
❝❤❡r❝❤❡✉rs s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s
s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡s rés❡❛✉①✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞é❜♦✉❝❤❡ s✉r ❞❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ Pr❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♥tr♦❧✲r❛t❡ ♠♦❞✉❧❛♥t ❧❡ ❞é❜✐t
❞❡s ✢✉① ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞♦♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞é♣❡♥❞ ❞✐✲
r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡st✐♠é❡s✳ ❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬ét✉❞❡s ♦♥t été ♠❡♥é❡s ❛✜♥
❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥t✱ ❧❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝❡tt❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ✢✉①✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✻✱ ✼❪✱ ❞é✜♥✐ss❡♥t
❧❛ st❛❜✐❧✐té ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞✉ r♦✉t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s
❝❤❛r❣é✳ P❧✉s t❛r❞✱ ❑❡❧❧② ❡t ❛❧✳ ✭❬✹✶❪✮ t❡♥t❡♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛
❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❧✐❜r❡✳ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ tr❛✜❝ ❛✉t♦r♦✉t✐❡r r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❆❍❙ ✭❆✉t♦♠❛t❡❞ ❍✐❣❤✇❛② ❙②st❡♠✮ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥
❞✉ ❞é❜✐t ❞❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ss✐sté❡ ❞❡ ♣❡❧♦t♦♥s ❛②❛♥t ❞❡s ❡s✲
♣❛❝❡♠❡♥ts r❡str❡✐♥ts ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s✳ ▲❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st ❝❛♣✐t❛❧❡ ❛✜♥
❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ sé❝✉r✐té ❞❡s ❛✉t♦♠♦❜✐❧✐st❡s✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳✭❬✺✸❪✮ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡
❞❡s ❞é❧❛✐s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❧♦♥❣s✱ ♦✉ ❞❡s r❡❥❡ts ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❝♦rr♦♠♣❡♥t ❧❛ sé❝✉r✐té ❞✉ rés❡❛✉✳
▲❡s ❞é❧❛✐s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ét❛❜❧✐s ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♥✲
♥é❡s✱ q✉✐ ♥✬♦♥t ❥❛♠❛✐s été r❡♠✐s ❡♥ ❝❛✉s❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥t❡s s✉r✲❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭♣♦✉✈❛♥t
♣♦rt❡r s✉r ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ r♦✉t❡✉r✱ ❡t❝✳✮ ♦♥t
été ❞é✜♥✐❡s ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ s✉✣s❛♥t❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s
♣r♦t♦❝♦❧❡s ♦♥t été très ✜♥❡♠❡♥t ét❛❜❧✐s ♣❛r ❞❡s ♥♦r♠❡s ❡t ♥✬♦♥t ♣❧✉s été ♠♦❞✐✜és ❞❡ ♣❡✉r
❞❡ ❜♦✉❧❡✈❡rs❡r ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s rés❡❛✉① ♦♥t ❜✐❡♥ é✈♦❧✉é ❞❡♣✉✐s ❝❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t é✈♦❧✉❡r♦♥t ❡♥❝♦r❡✳ ❈♦♠♠❡♥t s❛✈♦✐r ❛❧♦rs s✐ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s❡r♦♥t t♦✉❥♦✉rs
❛❞éq✉❛ts ❄ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛s♣❡❝t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡
❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ❛✜♥ ❞❡ ♣ré✈❡♥✐r ❧❡s r✐sq✉❡s ❞❡
♣❛♥♥❡s ❞❡s rés❡❛✉① ❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠❛♥✲
❛❣❡♠❡♥t ♣ré✈❡♥t✐✈❡s ét✉❞✐❛♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s rés❡❛✉①✳
◆♦tr❡ ❝❛❤✐❡r ❞❡s ❝❤❛r❣❡s ❝♦♥s✐st❛✐t à ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ❝r✐tèr❡s✱
❞✐s❝✉tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✿ ❞❡ ♣r♦❛❝t✐✈✐té✱ ♣ré❞✐❝t✐✈✐té ❡t ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳
❆ ❝❡❧❛✱ ❧❡s ✐♥❣é♥✐❡✉rs ❞✬❆❧❝❛t❡❧✲▲✉❝❡♥t ❇❡❧❧✲❧❛❜s✱ ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦❧❧❛❜♦ré✱ ♦♥t
❛❥♦✉té ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❣é♥ér✐q✉❡s✱ ♣♦✉✈❛♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ♥✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧ t②♣❡ ❞❡ rés❡❛✉✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s é❧❛❜♦ré❡s ❝♦♥s✐st❡ à é♠❡ttr❡ ✉♥❡ ❛❧❡rt❡ ❛✈❛♥t ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♣❛♥♥❡s s♦♥t ❜✐❡♥ s♦✉✈❡♥t ♣ré❝é❞é❡s ❞❡ s✐❣♥❛✉① ✐♥❞✐q✉❛♥t
q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ s♦rt ❞❡ s♦♥ ét❛t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡s à r❡♣ér❡r ❢❛❝❡ à ❧❛ ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à ❣ér❡r✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡❝t❛♥t ❞❡s ❛♥♦♠❛❧✐❡s ❞✐ss✐♠✉❧é❡s ❞❛♥s ❞❡s
✢✉① ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡♥❝❛❞r❛♥t ❧❡
✢✉①✳ ❉❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛♥t s✉r ❧❡s ✢✉①
❞✬❛❧❛r♠❡s✳ ❈❡s ♠❡ss❛❣❡s ♦♥t été ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝réé ♣♦✉r ✐♥❞✐q✉❡r q✉✬✉♥ éq✉✐♣❡♠❡♥t s♦rt
❞❡ s♦♥ ét❛t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✳ ❈❡tt❡ ♣r❛t✐q✉❡ s✬❛✈ér❛♥t ✉t✐❧❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① t②♣❡s
❞✬❛❧❛r♠❡s ✈✐r❡♥t ❧❡ ❥♦✉r✱ ♥✬✐♥❢♦r♠❛♥t ❞és♦r♠❛✐s ♣❧✉s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ♠❡♥❛❝❡s ✭❬✸✷❪✮✳ ◆♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ét❛❜❧✐ss❛♥t ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❧❛r♠❡s ré✈é❧❛tr✐✲
✶✶
❝❡s ❞✬✉♥ ❞❛♥❣❡r ✐♠♠✐♥❡♥t q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝❛✉s❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛♥♥❡ ❡t ❞❡ s✉✐✈r❡
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❛♣♣❛r✉s✳ ●râ❝❡ à ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✉♥ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
♠❛❥❡✉rs ❞✉ rés❡❛✉ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ét❛❜❧✐✳
❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧
❞❡s rés❡❛✉① ❛✜♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❝❡rt❛✐♥❡s s✉r✲❡st✐♠❛t✐♦♥s st✐♣✉❧é❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❈❡tt❡
♣ré♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ s♦✉❧è✈❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① q✉❡st✐♦♥♥❡♠❡♥ts ✿ ♣♦✉rq✉♦✐ ❝❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡
♣r♦t♦❝♦❧❡s ♦♥t✲✐❧s été s✐ ✜♥❡♠❡♥t ét❛❜❧✐s ❄ ◗✉❡❧s s♦♥t ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❄ ◗✉❡❧❧❡
❡st ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❄ P❡✉t✲♦♥ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s
❞é❧❛✐s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❄ . . .
P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❡♥❝❤♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✿ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❖❙P❋ ✭❖♣❡♥ ❙❤♦rt❡st
P❛t❤ ❋✐rst✮✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ s♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡
P❡tr✐✳ P✉✐s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ❞❡ s♦♥ ❡✛❡t s✉r
❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡st ❛❜♦r❞é✳
P♦✉r ✜♥✐r✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s s②stè♠❡s
❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝r✐t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ s❡r✈❡✉rs ♠✉♥✐s ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ à ♣r✐♦r✐tés
✜①❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❡s ❞é❧❛✐s ♣✐r❡✲❝❛s ❡♥tr❡ ❧✬❡♥tré❡ ❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉
s②stè♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s r♦✉t❡✉rs ❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❛rr✐✈é❡
❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✳
✶✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❈❤❛♣✐tr❡ ✶
Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
❙♦♠♠❛✐r❡
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✶✳✸✳✷ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ♠❛✐♥t✐❡♥ ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❡♥tr❡ ✈♦✐s✐♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✶✳✸✳✸ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✶✳✹ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽
❆✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬❡♥ ♣rés❡♥t❡r
q✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts ❣é♥ér❛✉①✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
♥♦t❛t✐♦♥s ❣é♥ér✐q✉❡s✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s rés❡❛✉① ✉t✐❧✐sé❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ❞✉ r♦✉t❛❣❡ ✐♥t❡r♥❡t ❡t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞✬ét✉❞❡ ❖❙P❋ s♦♥t ♣rés❡♥tés✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❞❡ t❡sts ✉t✐❧✐sé❡ ❡st
✐♥tr♦❞✉✐t❡✳
✶✸
✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
◗✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s
▲❛ t❛❜❧❡ ✶✳✶ ❧✐st❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳
◆♦t❛t✐♦♥s ❙✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥s
◆♦t❛t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s
N ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s
f ❯♥ ✢✉①
s, t ❉❛t❡s
◆♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡
G = (V,E) ●r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ rés❡❛✉
Nr ◆♦♠❜r❡ ❞❡ r♦✉t❡✉rs ❞✉ rés❡❛✉
Ri ✐ie`me r♦✉t❡✉r ❞✉ rés❡❛✉
V(Ri) ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❡ Ri
|V(Ri)| ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥s ❞❡ Ri
◆♦t❛t✐♦♥s s♣é❝✐✜q✉❡s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❖❙P❋
di ❉é❧❛✐ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ Ri
Hello ▼❡ss❛❣❡ ❞❡ ♠❛✐♥t✐❡♥ ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ✈♦✐s✐♥s
LSAi ▼❡ss❛❣❡ ❧✐♥❦ st❛t❡ ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥t ❞❡ Ri
ACK ❆❝❝✉sé ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥
Tr ❚❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ r❛❢r❛î❝❤✐ss❡♠❡♥t
Tt ❚❡♠♣s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡
Te ❚❡♠♣s ❞✬❡♥✈♦✐ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡
❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ✕ ▲✐st❡s ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s✳
✶✳✶ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡t ✢✉① ✶✺
✶✳✶ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡t ✢✉①
✶✳✶✳✶ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s rés❡❛✉①
▲❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té G = (V,E) ♦ù V ❡st
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r♦✉t❡✉rs ❞✉ rés❡❛✉ ❡t E ⊆ V × V ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❝s ❧❡s r❡❧✐❛♥t✳ ◆♦✉s
♥♦t♦♥s Nr ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r♦✉t❡✉rs ❞✉ rés❡❛✉✳ ▲❡ iie`me r♦✉t❡✉r ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❞é♥♦té Ri ❡t
V = {R1, . . . , RNr}✳ ❙✐ (Ri, Rj) ∈ E ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ Ri ❡t Rj s♦♥t ✈♦✐s✐♥s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❡ Ri✱ ♥♦té V(Ri)✱ ❝♦♥t✐❡♥t |V(Ri)| é❧é♠❡♥ts✳
R1
R3
R4
R5R6
R2
R7
❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ ❘és❡❛✉ à ✼ r♦✉t❡✉rs✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✶ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✼ r♦✉t❡✉rs ✿ V = {R1, R2, R3✱
R4✱ R5✱ R6✱ R7}✳ ▲❡ r♦✉t❡✉r R1 ❛ ✸ ✈♦✐s✐♥s ✭|V(R1)| = 3✮ ✿ V(R1) = {R2, R4, R6}✳
✶✳✶✳✷ ❋❧✉①
❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❝♦♥st❛♠♠❡♥t ❞❡s ✢✉① ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❯♥ ✢✉① f ❡st ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦r❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❛♥t ♦✉ s♦rt❛♥t ❞✬✉♥ s②stè♠❡✳ ❆✉ ✜❧ ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s✱
❞✐✛ér❡♥ts ❛s♣❡❝ts ❡♥ s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ✉♥ ✢✉① ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r
❧❛ s✉✐t❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡s ❞❛t❡s ❞✬❛rr✐✈é❡s ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❝❛r ❧✬ét✉❞❡ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡ s✉r ❧❡✉rs
✐rré❣✉❧❛r✐tés✳ ◆♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❛❧❛r♠❡s ❡t r❡❝❤❡r❝❤♦♥s ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡s✲
❡❧❧❡s✳ ❯♥ ✢✉① ❞és✐❣♥❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ s✉✐t❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ♥♦♠s ❞❡s ❛❧❛r♠❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱
❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s♦♥t ét✉❞✐és✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ✢✉① ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s
❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❧❡✉r ❣❧♦❜❛❧✐té ❡t ❧✬✐♥térêt ❡st ♣♦rté s✉r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s
❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❞é❧❛✐ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❞✬✉♥
❜♦✉t à ❧✬❛✉tr❡ ❞✉ rés❡❛✉✱ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬✉♥ ✢♦t ❡t à
❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❞❡s ❛rr✐✈é❡s ❝✉♠✉❧é❡s✳
✶✳✷ ▲❡ r♦✉t❛❣❡ ✐♥t❡r♥❡t
▲✬✐♥t❡r♥❡t ❡st ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♠♦♥❞✐❛❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❛♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r s❛ ❣❡st✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ s♦✉s✲rés❡❛✉①✱ ❛♣♣❡❧és s②stè♠❡s
❛✉t♦♥♦♠❡s✱ r❡❧✐és ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ r♦✉t❛❣❡ ✐♥t❡r♥❡t s✬❛rt✐❝✉❧❡ ❛✉t♦✉r ❞❡
❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✿ ❝❡✉① ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s s②stè♠❡s
❛✉t♦♥♦♠❡s ✭❊●Ps ✿ ❊①t❡r✐♦r ●❛t❡✇❛② Pr♦t♦❝♦❧s✮ ❡t ❝❡✉① ❣ér❛♥t ❧❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❛✉t♦♥♦♠❡s ✭■●Ps ✿ ■♥t❡r✐♦r ●❛t❡✇❛② Pr♦t♦❝♦❧s✮✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs
s♦♥t ❝❧❛ssés ❡♥ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s✳
✕ ❉❛♥s ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞✐ts à ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❡❧s q✉❡ ❘■P ✭❬✺✺❪✮✱ ❧❡s r♦✉t❡✉rs
❞✐s♣♦s❡♥t ❞✬✉♥❡ ✈✉❡ r❡str❡✐♥t❡ ❞✉ rés❡❛✉✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❤❛❝✉♥ ♠❛✐♥t✐❡♥t✱ ❞❛♥s s❛ t❛❜❧❡
❞❡ r♦✉t❛❣❡✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❧❡ sé♣❛r❛♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡
♥♦♠ ❞✉ ✈♦✐s✐♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧✉✐ ❡♥✈♦②❡r ✉♥ ♠❡ss❛❣❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❛ ❜❛s❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s à ❥♦✉r✱ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ♣❛✐r❡s ✭❞❡st✐♥❛t✐♦♥✱ ❞✐st❛♥❝❡✮ s♦♥t
tr❛♥s♠✐s ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t✳
✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
✕ ❉❛♥s ❝❡✉① ❞✐ts à ét❛t ❞❡ ❧✐❡♥s✱ t❡❧s q✉❡ ❖❙P❋✱ ❧❡s r♦✉t❡✉rs ❞✐s♣♦s❡♥t t♦✉s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ rés❡❛✉✳ ■❝✐✱ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s✱ ❡♥✈♦②és ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t✱ ✐♥❢♦r♠❡♥t ❞❡
❧✬ét❛t ❞❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❞❡✉① r♦✉t❡✉rs ✭❞✬♦ù ❧❡ ♥♦♠ ❞✬ét❛t ❞❡ ❧✐❡♥ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ttr✐❜✉é✮✳
❈❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r ❝♦❧❧❡❝t❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♣✉✐s ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✉ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❉✐s❥❦str❛✳
▲❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✶✸ ❡t ✷✼ ❞✉ ❧✐✈r❡ ❬✶✹❪ ❡t ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✷✾❪ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r
❧❡ r♦✉t❛❣❡✱ ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❡t ❧❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✐♥t❡r♥❡t✳
R1
R3
R4
R2
R5
❙②stè♠❡ ❛✉t♦♥♦♠❡ ✶
❙②stè♠❡ ❛✉t♦♥♦♠❡ ✸
R6
R7
R8
R9 R10
R11
Pr♦t♦❝♦❧❡ ❊●P
❙②stè♠❡ ❛✉t♦♥♦♠❡ ✷
Pr♦t♦❝♦❧❡ ■●P ✶
Pr♦t♦❝♦❧❡ ■●P ✷
Pr♦t♦❝♦❧❡ ■●P ✸
❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ ❘és❡❛✉ ❞✐✈✐sé ❡♥ ✸ s②stè♠❡s ❛✉t♦♥♦♠❡s✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✷ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✸ s②stè♠❡s ❛✉t♦♥♦♠❡s✳ ▲❡
r♦✉t❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s tr♦✐s ré❣✐♦♥s ❡st ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ■●P✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐❢✲
❢ér❡♥t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ à ❧✬❛✉tr❡✳ ▲❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❡♥tr❡ s②stè♠❡s s♦♥t ré❣✐❡s ♣❛r ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡
❊●P✳
✶✳✸ ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❖❙P❋
✶✳✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❖❙P❋ ❞é❜✉t❛ ❡♥ ✶✾✽✼ s✉✐t❡ ❛✉① ❜❡s♦✐♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✲
♠✉♥❛✉té ✐♥t❡r♥❡t ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ■●P ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ s✉r ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ❣r❛♥❞❡s
t❛✐❧❧❡s✳ ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❘■P ✭❘♦✉t✐♥❣ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦t♦❝♦❧✮✱ ✉t✐❧✐sé ❥✉sq✉✬❛❧♦rs✱ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s
❞és❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ t②♣❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❡♥✲
✈♦②és ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ s♦♥t très ❣r♦s✱ ❝❛r ✐❧s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❛ ❧✐st❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡s
❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ♠❡ss❛❣❡s r❡q✉✐❡rt ✉♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s r♦✉t❡✉rs✳ ■❧ ❢❛❧❧✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❛tt❡♥❞r❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉
♣r♦t♦❝♦❧❡ ❖❙P❋✱ ❡♥ ✶✾✾✶✱ ♣♦✉r ❧❡ ✈♦✐r ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❖❙P❋ ❝♦♥s✐st❡ à ❢♦✉r♥✐r ❧❛ ♠ê♠❡ ✈✐s✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❛✉t♦♥♦♠❡ à ❝❤❛q✉❡
r♦✉t❡✉r✳ ▲❡ tr❛✜❝ ✐♥❞✉✐t ❡st ♠✐♥✐♠✐sé ❣râ❝❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r
✐♥❝ré♠❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❛ss✉r❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té s❡✉❧ ✭♣❛s ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❚❈P✮✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❖❙P❋ ❡st ✉t✐❧✐sé à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣r✐s❡s ❛✜♥ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s
t❡sts ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s s✬ét❛❜❧✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡✳ ■❧ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
❛✈❛♥t❛❣❡s ❧❡ ❞✐st✐♥❣✉❛♥t ❝♦♠♠❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ t❡st ✐♥tér❡ss❛♥t✳ ❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ s♦♥ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧ s✐♠♣❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❛✐sé♠❡♥t ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ré❝♦❧té❡s✳ ❉❡
✶✳✸ ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❖❙P❋ ✶✼
♣❧✉s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉✐ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✳ ◆♦✲
t❛♠♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✹❪✱ ●✉ér✐♥ ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✬② ❛❥♦✉t❡r ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❛✜♥
❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡✳ ❉❛♥s ❬✸❪✱ ❇❛s✉ ❛♥❞ ❘✐❡❝❦❡ s✬✐♥tér❡ss❡♥t à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❛
st❛❜✐❧✐té✳ P❧✉s t❛r❞✐✈❡♠❡♥t✱ ❘ét✈ár✐ ❡t ❛❧✳ ✭❬✻✹❪✮ ❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❝♦♠♠❡ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡ ❛✜♥ ❞❡
ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❛✉t♦✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡✳
❉❛♥s ❧❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s s✉✐✈❛♥ts✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡ ❧❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❞✬❖❙P❋ ❛❜♦r✲
❞é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ✿ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ♠❛✐♥t✐❡♥ ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❞❡s r♦✉t❡✉rs ✈♦✐s✐♥s ❡t
❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥✳ ❚♦✉s ❧❡s ❛s♣❡❝ts ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s♦♥t ❞ét❛✐❧❧és ❞❛♥s ❧❛ ❘❋❈ ❬✺✽❪✳
✶✳✸✳✷ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ♠❛✐♥t✐❡♥ ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❡♥tr❡ ✈♦✐s✐♥s
▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ♠❛✐♥t✐❡♥ ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❡st ré❛❧✐sé❡✱ ❡♥tr❡ ✈♦✐s✐♥s✱ ♣❛r ❧✬❡♥✈♦✐ ❞❡
♠❡ss❛❣❡s ❍❡❧❧♦✳ ❊❧❧❡ s✬❛ss✉r❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ r♦✉t❡✉rs s♦♥t ❜✐❡♥ ❜✐❞✐✲
r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❈❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r ❡♥✈♦✐❡ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❍❡❧❧♦ à tr❛✈❡rs t♦✉t❡s
s❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ▲❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬❡♥✈♦✐ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✜①é❡ à ✶✵ s❡❝♦♥❞❡s ❡t ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❍❡❧❧♦
■♥t❡r✈❛❧✳ ❙✐ ❧❡s ✈♦✐s✐♥s ré♣♦♥❞❡♥t ❛✈❛♥t q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ✐♠♣❛rt✐ ♥❡ s♦✐t é❝♦✉❧é✱ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① r♦✉t❡✉rs ❡st ♠❛✐♥t❡♥✉❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧❡ r♦✉t❡✉r ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ♠♦rt✳ ▲❡
❝♦♠♣t❡✉r ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ ♠♦♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ✉♥ r♦✉t❡✉r ❡st s✉♣♣r✐♠é ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡
❡st ❛♣♣❡❧é ❘♦✉t❡r ❉❡❛❞ ■♥t❡r✈❛❧ ❡t ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✜①é à ✸✵ s❡❝♦♥❞❡s✳
✶✳✸✳✸ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥
▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ré❝❡♥t❡s
s✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❡t q✉❡ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✉r t♦✉s✳
❈❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ♠❛✐♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ ✿ ❧❡s ♥♦♠s ❞❡s é❧é♠❡♥ts✱ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❡♥✈♦②❡r ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ✈❡rs
✉♥ r♦✉t❡✉r ❞♦♥♥é✱ ❡t❝✳ ❈❡tt❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ❛♣♣❡❧é❡ t❛❜❧❡ ❞❡ r♦✉t❛❣❡✳ ❊❧❧❡ ❞♦✐t êtr❡
♠✐s❡ à ❥♦✉r ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❡♥✈♦✐s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✳
❈❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ r❛❢r❛î❝❤✐ss❡♠❡♥t✱ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥✱ ❞é❜✉t❡ t♦✉t❡s
❧❡s Tr s❡❝♦♥❞❡s ✭❛✉① ✐♥st❛♥ts ∀k ∈ N, kTr✮✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
✜①é❡ à ✶✽✵✵ s✳
❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s✐ t♦✉s ❧❡s r♦✉t❡✉rs ❞✐s♣♦s❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♥♦✉s ❞✐r♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡✳
❈❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❡ r♦✉t❡✉r Ri tr❛♥s♠❡t
s❛ ✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ rés❡❛✉ à t♦✉s s❡s ✈♦✐s✐♥s ♣❛r ❧✬❡♥✈♦✐ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❛♣♣❡❧é ▲❙❆✱ ♣♦✉r
▲✐♥❦✲❙t❛t❡ ❆❞✈❡rt✐s❡♠❡♥t✱ ♥♦té LSAi✳ ❈❡ ♣r♦❝é❞é ❣é♥èr❡ ✉♥ ✢✉① ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s
❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✱ ❞✬♦ù ❧❡ ♥♦♠ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ttr✐❜✉é✳ ❆✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡
✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❞✉ rés❡❛✉✱ ❧❡s ❡♥✈♦✐s ❞❡ ▲❙❆ s♦♥t ❞é❝❛❧és ❡♥ ❝❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r ♣❛r ✉♥❡ ❤♦r❧♦❣❡
❛♣♣❡❧é❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧✱ ♥♦té di✳ ❆✐♥s✐✱ Ri ❡♥✈♦✐❡ LSAi à ❧❛ ❞❛t❡ ∀k ∈ N, di + kTr + Tt✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❖❙P❋✳ ❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r
❧✬❛♥❛❧②s❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♦✉ ❞❡ ❝ré❛t✐♦♥ ✭r❡s♣✳ ❧❡ t❡♠♣s
❞✬❡♥✈♦✐✮ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♥♦té Tt ✭r❡s♣✳ Te✮✱ ❡st ✜①❡✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥ r♦✉t❡✉r Rj r❡ç♦✐✈❡ ✉♥ LSAi ❡t q✉✬✐❧ ❝♦♠♠❡♥❝❡ s♦♥ tr❛✐t❡♠❡♥t à ❧❛
❞❛t❡ t✳ ▲❡ r♦✉t❡✉r Rj t❡r♠✐♥❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ LSAi à ❧❛ ❞❛t❡ t+ Tt✳
❉✉r❛♥t ❝❡ t❡♠♣s✱ Rj ❛♥❛❧②s❡ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ LSAi ✿ ✐❧ ♠❡t s❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à ❥♦✉r✱ ❡♥
❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ré❝❡♥t❡s✳ ❙✐ Rj ❛ r❛❢r❛î❝❤✐ s❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ rés❡❛✉✱
✐❧ tr❛♥s♠❡t s❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈✐s✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ à t♦✉s s❡s ✈♦✐s✐♥s ✭s❛✉❢ Ri✮ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬✉♥
♥♦✉✈❡❧ ▲❙❆✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❡♥✈♦②é ♣❛r Rj à ❧❛ ❞❛t❡ t+ Tt ❡t ❡st r❡ç✉ à ❧❛ ❞❛t❡ t+ Tt + Te
♣❛r ❝❡s ✈♦✐s✐♥s✳
✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
➚ ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ LSAi✱ Rj ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ✿ ✐❧ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ❛❝❝✉sé ❞❡
ré❝❡♣t✐♦♥ à Ri ♥♦té ACK✱ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐s ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥t✳ ❈❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ té♠♦✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛
❜♦♥♥❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ Ri ❡♥✈♦✐❡ s♦♥ LSAi✱ ✐❧ ❛tt❡♥❞ ✉♥ ACK
❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ s❡s ✈♦✐s✐♥s✳ ❙✬✐❧ ♥❡ ❧❡ r❡ç♦✐t ♣❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t tôt✱ Ri s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ▲❙❆ ❛
été ♣❡r❞✉ ❡t ❧❡ r❡tr❛♥s♠❡t à ❝❤❛q✉❡ ✈♦✐s✐♥s ♥✬❛②❛♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ré♣♦♥❞✉✳
▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❛❢r❛î❝❤✐ss❡♠❡♥t s✬❛❝❤è✈❡ ❧♦rsq✉❡ t♦✉s ❧❡s r♦✉t❡✉rs ♦♥t ❝♦♥✈❡r❣é ✈❡rs
❧❛ ♠ê♠❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡♥tr❡ Ri ❡t Rj
❧♦rs ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ LSAi✳
temps ?
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(k + 1)Tr
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♥♦✉✈❡❧❧❡s
❞❛♥s ❧❡s
ré❝❡♣t✐♦♥
tr❛✐t❡♠❡♥t
tr❛✐t❡♠❡♥t
❋✐❣✉r❡ ✸ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✸✳✶✳ ❯♥ r♦✉t❡✉r ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥ ▲❙❆ s✬✐❧ r❡s♣❡❝t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
♣r♦♣r✐étés✳ ▲❛ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡st ❧✬â❣❡ ❞✉ ▲❙❆✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ✉♥ ▲❙❆ ❡st tr♦♣ ❛♥❝✐❡♥✱ ❧❡s
❞♦♥♥é❡s q✉✬✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜s♦❧èt❡s✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ✐❣♥♦ré✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✸✳✷✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❖❙P❋ ♥✬❡✛❡❝t✉❡ ♣❛s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥
❡♥tr❡ t♦✉s ❧❡s r♦✉t❡✉rs ♠❛✐s s❡❧♦♥ ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ rés❡❛✉✳
✶✳✹ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s tr❛❝❡s ❞✬é❝❤❛♥❣❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❖❙P❋ ❧❡s ♣❧✉s ré❛❧✐st❡s
♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é♠✉❧é ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❣râ❝❡ ❛✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ◗✉❛❣❣❛ ❬✻✶❪✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡s é♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ❡♥r❡❣✐strés ❡t tr❛♥s♠✐s ❞❛♥s ❞❡s ✜❝❤✐❡rs ❞❡ s♦rt✐❡ ❝♦♥♥✉s
s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✜❝❤✐❡r ❧♦❣s✳ ❈❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞✉ rés❡❛✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡
▲✐♥✉① ❯❜✉♥t✉ q✉✐ ❛❝❝✉❡✐❧❧❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ◗✉❛❣❣❛✳ ❈❡❝✐ ♣r♦❝✉r❡ ✉♥❡
♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❞❡ t❡st q✉✐ ré❛❣✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✈ér✐t❛❜❧❡ rés❡❛✉✱ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ s✉r✈❡✐❧❧é ♣❛r ❞❡s
♦✉t✐❧s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t rés❡❛✉✳
✶✳✹ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✶✾
▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ét✉❞✐❛♥t ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❖❙P❋ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t s♦♥t ré❛❧✲
✐sé❡s ❛✈❡❝ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♥❞❡s ✈✐❧❧❡s ❛❧❧❡♠❛♥❞❡s✳ ■❧
s✬❛❣✐t ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ ✶✼ r♦✉t❡✉rs r❡♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✹✳ ❈❡tt❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t s❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s
♥♦✉s ♦♥t été ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❆❧❝❛t❡❧✲▲✉❝❡♥t ❇❡❧❧✲❧❛❜s✳ ❊❧❧❡ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t
❣r❛♥❞❡ ♣♦✉r ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ét✉❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❛♥s ✉♥
❝♦♥t❡①t❡ ré❛❧✐st❡✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❛✐sé♠❡♥t ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥
❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ rés❡❛✉✳
R5
R4
R10
R3
R14 R2 R7 R1
R8
R12 R9 R16 R17 R13
R15R6
R11
❋✐❣✉r❡ ✹ ✕ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❧❡♠❛♥❞❡✳
✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡
Pré✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♣❛♥♥❡s
✷✶

✷✸
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❜r✉sq✉❡s ♠❛✐s rés✉❧t❡♥t s♦✉✈❡♥t ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡
❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ♠✐♥❡✉rs q✉✐ ❢♦♥t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞é✈✐❡r ❧❡ rés❡❛✉ ✲ ♦✉ ❝❡rt❛✐♥s é❧é♠❡♥ts
✲ ❞❡ ❧❡✉r ét❛t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧ ✈❡rs ✉♥ ét❛t ❢❛✉t✐❢✳ ❍é❧❛s ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s
é✈é♥❡♠❡♥ts ❡st ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts r❛r❡s
❡t ♠✐♥❡✉rs✱ ♣❛r❢♦✐s ❝②❝❧✐q✉❡s✱ ❞❛♥s ❧✬❛❜♦♥❞❛♥t❡ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝✐r❝✉❧❛♥t ❞❛♥s ✉♥
rés❡❛✉✳
❘❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✭é✈♦q✉é ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✮ ❞❡ ❧❛ ♣❛♥♥❡ s✉❜✐❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s
❞❡ ❋r❛♥❝❡ ❚❡❧❡❝♦♠ ❡♥tr❡ ❧❡ ✻ ❡t ❧❡ ✼ ❥✉✐❧❧❡t ✷✵✶✷✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❥❡✉r rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t
q✉❡ ❧✬éq✉✐♣❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t s✉r ❧❡✉rs rés❡❛✉① ♥✬❛ ♣❛s s✉ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞❡
❧❛ ♣❛♥♥❡✳ ❊❧❧❡ ❛ ♣✉ ❞ét❡❝t❡r ❧✬éq✉✐♣❡♠❡♥t t♦✉❝❤é✱ ♠❛✐s ♣❛s ❧❛ ❝❛✉s❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳
❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❝❛❝❤é❡ ❞❛♥s ❧❡✉rs s②stè♠❡s ❡t r✐sq✉❡ ❞♦♥❝ ❞❡
❞é❝❧❡♥❝❤❡r à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ ♣❛♥♥❡ ❛♣♣❛r✉❡ ❡♥ ✷✵✶✷✳
▲✬✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥
♠❛rq✉❡✉r ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐té s❡ ❞✐ss✐♠✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s é❝❤❛♥❣é❡s✳ ▼❛❧✲
❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛❝t✉❡❧❧❡s ♥❡ r❡♣èr❡♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❝❡ ❣❡♥r❡
❞✬❡rr❡✉rs✳ ▲❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ♥é❝❡ss✐t❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉①
❝♦♥❝❡♣ts ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡✈❛♥t r❡s♣❡❝t❡r ❞❡ ❢♦rt❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭❝❛❧❝✉❧ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✱ ❛❞❛♣✲
t❛t✐♦♥ à ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♥t❡①t❡s✱ ♣r♦❛❝t✐✈✐té ❡t ♣ré❞✐❝t✐✈✐té✮ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ❡①♣❧♦✐tés✳ ■❧
s✬❛❣✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝ré❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s tr❛✐t❛♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♦❜s❡r✈és
♦✉ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s ♣❛r ✉♥ ❤✉♠❛✐♥✳
❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥♦♠❛❧✐❡s
❝❛❝❤é❡s ❞❛♥s ❞❡s ✢✉① ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ➚ ❝❡ t✐tr❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥ ✢✉① ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ r❛♣✐❞❡ ❞❡ s♦♥
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡t ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ st❛❜✐❧✐té✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣r♦❛❝t✐✈❡✱
♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❡t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉① ❛❞♠✐♥✐str❛t❡✉rs rés❡❛✉① ❞❡ ré❛❣✐r
❛✈❛♥t ✉♥❡ ♣❛♥♥❡✳
▲❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ét✉❞❡s ❞❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s
❛ ♠♦t✐✈é ❧❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s à ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ♦✉t✐❧s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡s
rés❡❛✉①✳ ❈❡tt❡ t❡♥❞❛♥❝❡ ❛ ✐♠♣❧✐q✉é ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡s ❛❧❛r♠❡s ✿ ♠❡ss❛❣❡s ❞é✈❡❧♦♣♣és
❛✜♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❡r ❧❡s ❛❞♠✐♥✐str❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ s❛♥té ❞✬✉♥ s②stè♠❡✳ ❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❧❡s ❛❧❛r♠❡s
q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡♠❡♥t ❝réé❡s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❤✉♠❛✐♥❡♠❡♥t ❣ér❛❜❧❡s ❡t ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❧✬✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥
❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡st ✈♦✉é à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡✳ ■❧ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ✈✐s❛♥t à ❝♦rré❧❡r ❧❡s ❛❧❛r♠❡s ❣é♥éré❡s ❞❛♥s
✉♥ rés❡❛✉✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✉s❡ ✐♥✐t✐❛❧❡
❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ré✉t✐❧✐s❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t
❛✜♥ ❞❡ ❣✉✐❞❡r ❧✬❡①♣❡rt rés❡❛✉ ❞❛♥s ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉r❝❡✱ ❛✜♥ q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣✉✐ss❡
ré❛❣✐r ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳
✷✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✷
❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ st❛❜✐❧✐té
❞✉ rés❡❛✉
❙♦♠♠❛✐r❡
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▲❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ rés✉❧t❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❡✛❡❝t✉és ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥
❛✈❡❝ ❆♥♥❡ ❇♦✉✐❧❧❛r❞ ❡t ❇❡♥♦ît ❘♦♥♦t ❡t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬✽✺❪ ♣rés❡♥té ❧♦rs ❞❡ ❧❛
❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❈◆❙▼✬✶✷ ❡♥ ✷✵✶✷✳ ❯♥ r❛♣♣♦rt ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts
t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❛ été ♣✉❜❧✐é ❬✽✻❪✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❜r❡✈❡t ❬✽✼❪ ❛ été ❞é♣♦sé ❛✜♥
❞❡ ♣r♦té❣❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
✷✺
✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ rés❡❛✉
◆♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡
▲❛ t❛❜❧❡ ✷✳✶ ❧✐st❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s♣é❝✐✜q✉❡s à ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
❙②♠❜♦❧❡s ❙✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥s
❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts
xn ❉❛t❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞✉ ♥✐è♠❡ ♠❡ss❛❣❡
Pn = (xn, n) ♥✐è♠❡ ♣♦✐♥t
P ❡t c P♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r ❡t ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t
P ❡t c P♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ s✉♣ér✐❡✉r ❡t ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t
P P♦✐♥t ❝♦✉r❛♥t
Pp P♦✐♥t ♣ré❝é❞❡♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❝♦✉r❛♥t
Ps P♦✐♥t s♦rt❛♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❈♦♥tr❛✐♥t❡s
α ❈♦✉r❜❡ ❞❡s ❛rr✐✈é❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡
α ❈♦✉r❜❡ ❞❡s ❛rr✐✈é❡s s✉♣ér✐❡✉r❡
T ❉é❧❛✐ ♠❛①✐♠❛❧
σ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❛rr✐✈❛♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t
ρ ❚❛✉① ❞✬❛rr✐✈é❡ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡
◆♦t❛t✐♦♥s ♠✐♥❡✉r❡s
FluxEntre´e ❋❧✉① ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷
FluxSortie ❋❧✉① ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷
¬ ♦♣ér❛t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ ♥é❣❛t✐♦♥
ei ✐è♠❡ ❡①♣♦s❛♥t ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ♠♦t éq✉✐❧✐❜rés
pp Pré✜①❡ ♣r♦♣r❡
fex ❊①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ✢✉①
fp ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✢✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡
feq ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✢✉① éq✉✐❧✐❜ré
wi ❡t w′i ✐
è♠❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞✉ ♠♦t éq✉✐❧✐❜ré
Np ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬✉♥ ✢✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡
Nniv ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳
NMAM ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❞❛♥s ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❣❧✐ss❛♥t❡ ❞❡ ▼❆▼
❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ▲✐st❡s ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳
✷✼
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
■❧ ❡st ❛❞♠✐s ❞❡♣✉✐s ❧♦♥❣t❡♠♣s q✉❡ ❧❡s ♣❛♥♥❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♦✉ ❧❡s ♣r♦❜✲
❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ❢réq✉❡♥t❡s ❝❛✉s❡s ❞❡ ❞②s❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❝♦❞❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s ❛♥♦♠❛❧✐❡s ❝❛❝❤é❡s ❡t ✐♠♣ré✈✐s✐❜❧❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡
♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥❝r❡t ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡
❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❞✬✉♥ r♦✉t❡✉r ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s q✉✐ ♦❜❧✐❣❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r à r❡❞é♠❛rr❡r ✸
♦✉ ✹ ❢♦✐s ♣❛r ❛♥✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬é✈è♥❡♠❡♥ts ❣é♥èr❡ ❞❡s ❜✉❣s q✉✐ s✉s❝✐t❡♥t ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
✐♠♣ré✈✐s✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ rés❡❛✉✳ ■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s
❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡rr❡✉rs ♣♦✉✈❛♥t ✐♠♣❧✐q✉❡r ❞❡s ♣❛♥♥❡s✳ ▲❛ ◆❆❙❆ ❛ ❝❛❧❝✉❧é
✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✹ ❜✉❣s ♣❛r ♠✐❧❧✐♦♥s ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦❞❡✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥ ❜✉❣
r❡♣rés❡♥t❡ ✽✺✵✩✭❬✻✽❪✮✱ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❡rr❡✉r ♥✬❡st ♣❛s ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡
❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡❝t❛♥t ❝❡ t②♣❡ ❞✬❡rr❡✉rs✳ ❋❛❝❡ à ❧❛ ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝✐r❝✉❧❛♥t ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞✉
❝♦♥t❡♥✉ ❡t ❞❡ ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠❡ss❛❣❡ ❧❡ tr❛✈❡rs❛♥t✳
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ✢✉① ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❛②❛♥t✱ ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ s❛✐♥✱ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ❣é♥ér❛❧ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ st❛❜❧❡✳ ◆♦tr❡ ✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❡ à s✉♣♣♦s❡r q✉✬✉♥ ✢✉① ♣rés❡♥t❛♥t
✉♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ❞é✜♥✐t à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ✉♥❡ ♠❡♥❛❝❡ ♣♦✉r ❧❛ s❛♥té ❞✉ rés❡❛✉ ✿
✕ ❢♦rt❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❢réq✉❡♥t❡s ❀
✕ ❞é✈✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ ❣é♥ér❛❧❡✳
Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥✲❧✐❣♥❡ ♣r♦♣♦sé
❡st ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ✢✉①✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬❡♥
❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❡t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ❛♥♦r♠❛✉① ❛♣♣❛✲
r❛✐ss❛♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ❡t✴♦✉ s✬❛❣❣r❛✈❛♥t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❜✉t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ ✢✉① ✐♥❞✐q✉❛♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❛rr✐✈é❡s✳ ▲♦rsq✉✬✉♥❡ ❞♦♥✲
♥é❡ s♦rt ❞❡ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❡♥êtr❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✜♥ ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s
❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✮✳ ▲❡ rés✉❧t❛t tr❛♥s♠✐s à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
✈✐t❡ss❡s ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✉r❛♥t ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ✢✉① ✈ér✐✜❡ ❝❡s ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡s✳
Définition de contraintes pour suivre l’évolution du flux
n
o
m
br
e 
de
 m
es
sa
ge
s
temps (t)
❋✐❣✉r❡ ✺ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡♥ ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡
❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❧❡s r❛✐s♦♥s
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♥❡ s❛t✐s❢♦♥t ♣❛s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥❤ér❡♥t❡s ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡
❧✬ét✉❞❡✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉① ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✱ ❛♣♣❡❧é❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❛❧♦rs ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❞❡ rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ✐♥❤ér❡♥ts à ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ rés❡❛✉
❊♥s✉✐t❡✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣♦✉r ✉♥ ✢✉① ❞♦♥♥é ❝❛❧✲
❝✉❧❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ◆♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ❛❧♦rs ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✢✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡t ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ à ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ q✉✐ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✳ ❯❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞✐s❝✉✲
t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❝❤♦✐① ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❡✛❡❝t✉és✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét✉❞❡s ré❛❧✐sé❡s s✉r ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
❛❧❧❡♠❛♥❞❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✮ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é♠✉❧é❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s ❞✬❆❧❝❛t❡❧✲▲✉❝❡♥t
❇❡❧❧✲❧❛❜s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠♦♥tr❡♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts✳ ◆♦✉s
♠♦♥tr♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é❝♦✉✈r✐r ✉♥❡ ❡rr❡✉r à ❧❛q✉❡❧❧❡
♥♦✉s ♥❡ ♥♦✉s ❛tt❡♥❞✐♦♥s ♣❛s✳
✷✳✶ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt
▲❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ♦♥t t❡♥té ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❛✜♥ ❞✬❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥s ♦✉ ❞❡ ♣❛♥♥❡s✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ré❝❡♥t ✦ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s r❡♠♦♥t❡♥t ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✼✵✳ Prés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ✈✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✳
▼ét❤♦❞❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ▲❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✸✸✱ ✸✼✱ ✸✽✱ ✹✸❪ ♣rés❡♥t❡♥t
❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s é❝❤❛♥❣és✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❍✉ss❛✐♥ ❡t ❛❧✳ ✭❬✸✸❪✮ r❡❝❤❡r❝❤❡♥t ❧❡s ❛tt❛q✉❡s ❉❖❙ ✭❉❡♥✐❛❧ ❖❢ ❙❡r✈✐❝❡✮
❞❡ ❞é♥✐s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ r❡♥❞r❡ ✉♥ s❡r✈✐❝❡ ✐♥❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ❑✐♠ ❡t ❑❛r♣✱
❬✹✸❪✱ s✬✐♥tér❡ss❡♥t ❛✉① ❛tt❛q✉❡s ❞❡ ✈❡rs ✭❲♦r♠s✮ q✉✐ s❡ ❞✉♣❧✐q✉❡♥t s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞✬✉♥
rés❡❛✉✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s s♣é❝✐✜q✉❡s à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦♥♥é s♦♥t ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ét❛♥t
❣é♥ér✐q✉❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡rr❡✉r ❡st ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t
❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡✳ ◗✉✐ ♣❧✉s ❡st✱ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❧♦rsq✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡rr❡✉rs
s♦♥t ❝♦♠❜✐♥é❡s✳
▼■◆❉ ✭❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥❞❡① ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✮ ❬✺✷❪ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥❞❡①❛✲
t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ à ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✿
✕ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥✐t❡✉rs ❞✐str✐❜✉és ré❝♦❧t❡♥t ❡t ❡♥r❡❣✐str❡♥t ❡♥ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡s ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ tr❛✜❝✳ ❈❤❛q✉❡ ♠♦♥✐t❡✉r ❣é♥èr❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s
❛✜♥ ❞❡ rés✉♠❡r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❈❤❛q✉❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✉
✢✉① ♣r✐s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡rr❡✉rs ♣♦✉✈❛♥t
❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦❜s❡r✈❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s
❞✐st✐♥❝t❡s ❡♥✈♦②❛♥t ❞❡ ♣❡t✐ts ✢♦ts s✉r ❧❡ ♣♦rt ✸✸✵✻ à ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ♣ré✜①❡ ❳ ❀
✕ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦rrè❧❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ré❝♦❧té❡s ♣❛r ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦♥✐t❡✉rs ❛✜♥
❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ tr❛✜❝ ❛♥♦r♠❛✉①✳ ■❧ ❡st ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❛✜♥ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r
❛❝❝è❞❡ ❛✉① ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ rés✉♠é❡s ♣❛r ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ♥✬❡st ♣❛s ❛✉t♦♠❛t✐sé❡ ✿ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞♦✐t ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t
❝ré❡r ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✬✐❧ s♦✉❤❛✐t❡ ét✉❞✐❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ tr❛✜❝ à ♣❛rt✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ r❡q✉êt❡s ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t❡✱ t♦✉t
❝♦♠♠❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞❡ ▼■◆❉✳
▲✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s P❈❆ ✭Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s✮ ❬✸✺❪ ❡st
✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❝é❞é ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♥✈❡rt✐ss❛♥t ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦rré❧é❡s ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs✱ ♥♦♥✲❝♦rré❧é❡s✱ ♥♦♠♠é❡s ❈♦♠✲
♣♦s❛♥t Pr✐♥❝✐♣❛✉① ✭P❈s✮✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s P❈s ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♥♦r♠❛❧❡s ❡t ❛♥♦r♠❛❧❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ P❈❆ ❡st ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ❛♥♦♠❛❧✐❡s
❞❛♥s ❧❡s ✢✉① ❞✬✉♥ rés❡❛✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥str✉✐t✳ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ❬✹✽❪ ♣rés❡♥t❡
✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P❈❆ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥♦♠❛❧✐❡s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t
✷✳✶ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✷✾
❞✬❡rr❡✉rs ❜r✉sq✉❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞✉ rés❡❛✉✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❧❡s ❛♥❛❧②s❡s s♦♥t
❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ✉♥ ✢✉① ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ✢✉① ❖❉ ✭❖r✐❣✐♥❡✲❉❡st✐♥❛t✐♦♥✮✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉
tr❛✜❝ ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ à ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞♦rs❛❧❡ ✐♥t❡r♥❡t ✭♣❛rt✐❡ ❞✉ rés❡❛✉ ✐♥t❡r♥❡t ❞❡ très ❤❛✉t
❞é❜✐t r❡❧✐❛♥t ❞❡s rés❡❛✉① à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥ ♣❛②s✮✳ ▲❛❦❤✐♥❛ ❡t ❛❧✳ ♠♦♥tr❡♥t q✉✬❡♥ ❡✛❡t ❝❡
✢✉① ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠✐❡✉① ♦❜s❡r✈❡r ❧❡s ❛♥♦♠❛❧✐❡s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❬✷✱ ✹✺❪ s✬❛tt❛q✉❡♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡s ❝❛r ❡❧❧❡s ❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ à ❞❡s rés✉♠és ❞❡ ✢✉① ■Ps ✭q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉①✮✳ ❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✹✾❪✱ ▲❛❦❤✐♥❛ ❡t ❛❧✳ ét❡♥❞❡♥t ❧❡✉r ♣ré❝é❞❡♥t tr❛✈❛✐❧ ✭❬✹✽❪✮ ❛✜♥ ❞❡
❞ét❡❝t❡r ❞❡s ❡rr❡✉rs ♣❛r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞✬❡♥✲têt❡s ❞❡ ♣❛q✉❡ts ■Ps ✿ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡
❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ tr❛✜❝ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ét✉❞✐é
❡t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s n× p ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ✭♦ù ❧❡s ❧✐❣♥❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ét✉❞✐és✮✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ét❛♥t
❝♦rré❧és✱ ❧✬ét✉❞❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ m≪ p✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
♥✬❡st ♣❛s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡s ❛♥♦♠❛❧✐❡s à r❡❝❤❡r❝❤❡r✳ ▲❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✹✸✱ ✹✹❪ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥♦♠❛❧✐❡s ♣❛r
❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛♥♦r♠❛✉①✳ ▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P❈❆ à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥♦♠❛✲
❧✐❡s r❡st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧✐♠✐té❡ ❬✻✷❪✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞ét❡❝t❡r ✉♥❡ ❢❛✉t❡ q✉✐ ♥✬❡♥ ❡st ♣❛s
✉♥❡✳ P✐r❡ ❡♥❝♦r❡✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♥♦r♠❛❧ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥t❛♠✐♥é✱ ♣❛r ✉♥❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❡t
♠❛❧ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❧♦rs ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤✲
♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣♦✉✈❛♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ♣❧✉s✐❡✉rs ✢✉①✱ ✐❧
❡st s♦✉✈❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ ✢✉① ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛♥♦r♠❛❧ ❞ét❡❝té✳
❈✐t♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❬✷✺❪ ❡t ❬✷✻❪✳ ▲❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à
❡①tr❛✐r❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s t❡♠♣♦r❡❧s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡s é✈è♥❡✲
♠❡♥ts ❡t ❧❡s ❞é❧❛✐s ❧❡s sé♣❛r❛♥t✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬ét✉❞❡s ✜♥❡s ♠❛✐s tr♦♣ ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣♦✉r êtr❡
❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❞❡s ✜♥s ♣r♦❛❝t✐✈❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✺❪✱ ●✉②❡t ❡t ◗✉✐♥✐♦✉ ❝ré❡♥t ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ✭❊s♣ér❛♥❝❡✲▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✮ q✉✐ r❡♥❞ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥❡❢✲
✜❝❛❝❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❬✷✻❪✱ ✐❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r❡❣r♦✉♣❛♥t ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s
❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ✧✐♥tér❡ss❛♥ts✧✳ ❙❡ ❤❡✉rt❛♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
❝♦♠♣❧ét✉❞❡✱ ✐❧s ❝♦♥t✐♥✉❡♥t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❧✉s
❡✣❝❛❝❡✳
▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❛r♠❡s ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s
❛✜♥ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❛r♠❡s✳ ▲❡s ❛❧❛r♠❡s s♦♥t
❞❡s ♠❡ss❛❣❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ✐♥❞✐q✉❛♥t ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣ré❝✐s❡s ❞✉ rés❡❛✉✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❈❤❛♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪ ét❛❜❧✐ss❡♥t ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❧❛r♠❡s ❡t ❧❡s ❢❛✉t❡s ✿
à ❝❤❛q✉❡ ❛❧❛r♠❡ ai ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té pi,j q✉❡ ai s♦✐t é♠✐s❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛✉t❡
Fj ✳ ❈❡t ❛rt✐❝❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❜❛sé s✉r ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❤✐ér❛r❝❤✐sé
❛✜♥ ❞❡ ❝♦rré❧❡r ❞❡s ❛❧❛r♠❡s✳
❍é❧❛s✱ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐sé ❡t ❧❛ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡s
❛❧❛r♠❡s ❞❡♠❡✉r❡ ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❆✉ss✐✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡ rés❡❛✉
✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡①♣❡rt✳ ◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡t ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ré♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❡♥❥❡✉① ❛❝t✉❡❧s✳
▼ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♦♥t été ré❛❧✐sés
♣♦✉r r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❍❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✸✵❪ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❚❈P✳ ◆♦t❛♠✲
♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s ❧✐❡♥s ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s r✐sq✉❡s ❞❡
❝♦♥❣❡st✐♦♥✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér✐q✉❡✱ ♣♦✉✈❛♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧
❝♦♥t❡①t❡✱ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳
✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ rés❡❛✉
▼ét❤♦❞❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❲✐❧❧s❦② ❡t ❏♦♥❡s ✭❬✼✻❪✮ ♣rés❡♥t❡♥t
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s♦✉♠✐s à ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts
❛❜r✉♣ts ♣❡✉ ❢réq✉❡♥ts✳ ❉❡ ♣ré❝é❞❡♥ts tr❛✈❛✉① ❬✼✹✱ ✼✺❪ ♦♥t ♠♦♥tré ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡
♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉① ♣❛♥♥❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♦✉ ❛✉① ♣❡t✐t❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés✳ ❈❡tt❡
ét✉❞❡ ❡st ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❬✺✾✱ ✻✻❪✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ✜❧tr❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❛❜r✉♣ts ❞✉
rés❡❛✉✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥♥✲❇✉❝② ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ét✉❞✐é ❡t ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t❛✉① ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❬✼✶❪ ❞ét❡❝t❡ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❛❜r✉♣ts à ♣❛r✲
t✐r ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ ❞♦♥♥é✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ét✉❞✐❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s s②stè♠❡s
❧✐♥é❛✐r❡s s✉❜✐ss❛♥t ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ♣❡✉ ❢réq✉❡♥ts ❝❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥✈✐❡♥t ♣❛s ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡
✐♥❞✉str✐❡❧ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s✳
◆❡ts❝♦♣❡ ✭❬✷✷❪✮ ✉t✐❧✐s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❛✜♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❧✐❡♥s ❞✬✉♥
❜♦✉t à ❧✬❛✉tr❡ ❞✉ rés❡❛✉✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❞❡ rés❡❛✉✱ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♣♦✉r✲
❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❧✐❡♥s ❞✬✉♥ rés❡❛✉ s❛♥s ❛✈♦✐r à t♦✉s ❧❡s s✉r✈❡✐❧❧❡r✳
❉❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ rés❡❛✉ s♦♥t ré❝♦❧té❡s✱ ♣✉✐s ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t✲
❛❣❡ ❞❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ♣❛q✉❡ts ❞❡s ❧✐❡♥s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞é✜♥✐r ❡♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❧❡✉r ét❛t ❞❡
s❛♥té✳ ❈❡❝✐ ❡st ✐♥❢éré à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t ❞❡✉①✐è♠❡ ♦r❞r❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥ ❜♦✉t
à ❧✬❛✉tr❡ ❞✉ rés❡❛✉✳
❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥
❞✬❛♥♦♠❛❧✐❡s✳ ▲❡ ❞é✜ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té à ❣ér❡r ✉♥❡ très ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥✲
t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✜♥ ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❛♥♦r♠❛✉① ✭t❡❧s q✉❡ ❞❡s ❝♦♥❣❡st✐♦♥s
♦✉ ❞❡s ♣❛♥♥❡s✮ ❡t ❞❡ ré❛❣✐r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❛✈❛♥t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♥❡ t♦♠❜❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❡♥
♣❛♥♥❡✳ ▲✬ét✉❞❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥✬❡st ♣❛s ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡✳ ❆✐♥s✐✱
❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦s❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s q✉✐ r❡st❡♥t ❛❝t✉❡❧❧❡✲
♠❡♥t tr♦♣ ❝♦♠♣❧❡①❡s ♦✉ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛✉t♦♠❛t✐sés✳ ❉✬❛✉tr❡s ét✉❞✐❡♥t ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ✉♥ ✢✉①
♦✉ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ❛✐sé❡✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♥❛❧②s❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s st❛t✐st✐q✉❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❛♥t à ✉♥
❝♦♥t❡①t❡ ❞♦♥♥é ♦✉ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ré❛❝t✐✈❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞ét❡r✲
♠✐♥✐st❡ ❞✬❛♥♦♠❛❧✐❡s ❝❛❝❤é❡s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t s❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ s❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❡t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ✢✉① ét✉❞✐é✳
✷✳✷ ❋❧✉① ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ✢✉① ❞❡ ♠❡ss❛❣❡ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s
❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❝❡s ✢✉①✳ ❊❧❧❡s s❡r♦♥t
✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳
✷✳✷✳✶ ❋❧✉①
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ ✢✉① f ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦r❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❛♥t ♦✉ s♦rt❛♥t ❞✬✉♥
s②stè♠❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ✉♥ ✢✉① ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ f = (xn)n∈N
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❞❛t❡s ❞✬❛rr✐✈é❡s ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r xn ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞❛t❡
❞✬❛rr✐✈é❡ ❞✉ n✐è♠❡ ♠❡ss❛❣❡✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ x0 = 0 ❡t limn→∞ xn =∞✳
❯♥ ✢✉① ❡st ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts (Pn)n∈N ∈ (R+ × N)N
♦ù ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ ❧❡ n✐è♠❡ ♣♦✐♥t ❡st ❞é✜♥✐✱ ♣❛r Pn = (xn, n)✳ ▲❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❡
❛❧♦rs ❧❡s ❛rr✐✈é❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞✉ ✢✉①✳
✷✳✷ ❋❧✉① ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✸✶
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✷✳✶ ✭❋❧✉①✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ✺ ♣r❡♠✐❡rs ♠❡ss❛❣❡s ❞✬✉♥ ✢✉① fex✳
❉✉r❛♥t ✸✵ s❡❝♦♥❞❡s ❧❡s ❛rr✐✈é❡s s♦♥t ❡s♣❛❝é❡s ❞❡ ✶✵ s❡❝♦♥❞❡s✳ P✉✐s✱ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❛rr✐✈❡♥t
t♦✉t❡s ❧❡s ✷✵ s❡❝♦♥❞❡s ✿ fex = {x1, x2, x3, x4, x5, . . .} ❛✈❡❝ x1 = 10 s✱ x2 = 20 s✱ x3 = 30 s✱
x4 = 50 s ❡t x5 = 70 s✳
n
o
m
br
e 
de
 m
es
sa
ge
s
temps (t)
1
4
x1 = 10 x4 = 50
P0
❋✐❣✉r❡ ✻ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✉ ✢✉① fex ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✷✳✶✳
✷✳✷✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
▲❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛❧❝✉❧✉s ✭❬✶✶✱ ✺✵❪✮ ❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ❜♦r♥❡s
❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉①✳ ❯♥❡ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡
t❤é♦r✐❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦✉r❜❡ ❞✬❛rr✐✈é❡✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬❛rr✐✈é❡s s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❛rr✐✈é❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❞❛♥s ✉♥ ✢✉① s♦♥t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ✢✉①✳ ❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t
❛♣♣♦rté❡s ❞❡ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ✿ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳
▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭r❡s♣✳ s✉♣ér✐❡✉r❡✮ ❜♦r♥❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✭r❡s♣✳ ♠❛①✐♠❛❧❡✮
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛rr✐✈❛♥t ❞✉r❛♥t t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s✳ ❆✐♥s✐✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❝♦✉r❜❡s✱ ❧❡s
❛rr✐✈é❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s s♦♥t ♠♦❞✉❧é❡s ❛✜♥ ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥❞✐q✉é❡s✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡s ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❝♦♥tr❛✐♥ts ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s
❝♦✉r❜❡s ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞✉ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ré❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s
✐♥✈❡rs❡ ✿ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡ ✢✉①✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣rés❡♥t♦♥s ♣❛s ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✜♥❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♥❡t✇♦r❦
❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❈❡❝✐ ❢❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳
❯♥ ✢✉① ❡st ❞✐t ❝♦♥tr❛✐♥t s✬✐❧ s✉✐t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ✭❋❧✉① ❝♦♥tr❛✐♥t✮✳ ❙♦✐❡♥t α, α : R+ → R+ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝r♦✐ss❛♥t❡s ❡t
m,n ∈ N✱ t❡❧s q✉❡ m < n✳ ▲❡ ✢✉① (xn) ❡st ❞✐t (α, α)✲❝♦♥tr❛✐♥t s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s
[xm, xn] s✐ ∀m′, n′ ∈ N✱ t❡❧s q✉❡ m 6 m′ < n′ 6 n✱ ♦♥ ❛ ✿
❘❡s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✿ α(xn′ − xm′) 6 n′ −m′ ❀
❘❡s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ✿ α(xn′ − xm′) > n′ −m′✳
❯♥ ✢✉① ❡st ❞✐t (α, α)✲❝♦♥tr❛✐♥t✱ s✬✐❧ ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r α ❡t α s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0,+∞[✳
●r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t✱ ✉♥ ✢✉① (xn)n∈N ❡st α✲❝♦♥tr❛✐♥t ✭r❡s♣✳ α✲❝♦♥tr❛✐♥t✮ s✐ ♣♦✉r t♦✉s
m,n ∈ N✱ m < n✱ Pn ❡st ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ α(·) ✭r❡s♣✳ ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ α(·)✮ ❞❡ss✐♥é❡ à ♣❛r✲
t✐r ❞✉ ♣♦✐♥t Pm✱ ♥♦té Pm + α ✭r❡s♣✳ Pm + α✮✳
❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ✉♥ ✢✉① ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s
❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬❛rr✐✈é❡s ❛✣♥❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① s✉✐✈❛♥t❡s ✿
αρ,T (t) = ρ(t− T )+ ❡t αρ,σ(t) = σ + ρt.
✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ rés❡❛✉
▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ρ ❞é✜♥✐t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✱ σ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
♠❛①✐♠❛❧ ❞✬❛rr✐✈é❡s s✐♠✉❧t❛♥é❡s ❡t T ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❞é❧❛✐ ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠❡ss❛❣❡s✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ρ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ✢✉① ❡t σ✱ T ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s ❜♦r♥❡s
❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡s✳ ❊❧❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ s♦✉♣❧❡ss❡ ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s αρ,T ❡t αρ,σ ❡st ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ✢✉① ❛✣❝❤❡♥t
t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♥❡
♣❛r❛ît ♣❛s ✐rré❛❧✐st❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✷✳✸ ✭❋❧✉① ❝♦♥tr❛✐♥t✮✳ ❙♦✐❡♥t ❧❡ ✢✉① fex ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✷✳✶ ❡t ❧❡s
❝♦✉r❜❡s ❞✬❛rr✐✈é❡s α0.1,10 ❡t α0.1,1✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é✜♥✐❡s ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬❛rr✐✈é❡
❞❡s ✺ ♣r❡♠✐❡rs ♠❡ss❛❣❡s ❞❡ fex s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ✢✉① ❡st (α0.1,10, α0.1,1)✲❝♦♥tr❛✐♥t s✉r ❬✵✱✺✵❪✱ ♠❛✐s ♣❛s s✉r
❬✵✱✼✵❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ 5− 0 = 5 < α(x5 − x0) = α(70− 0) = 6✳
●r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ss✐♥é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐❡rs
♣♦✐♥ts s♦♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥té❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ P0✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ α ❞❡ss✐♥é❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♣♦✐♥t P4 ❡st ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡s ❛✉tr❡s ❝❡ q✉✐
ré❞✉✐t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥ts✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ P5 s❡ s✐t✉❡
❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥✜r♠❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ fex ❡st
(α0.1,10, α0.1,1)✲❝♦♥tr❛✐♥t s✉r ❬✵✱✺✵❪✳
n
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x1 = 10
P4 + α
α
❋✐❣✉r❡ ✼ ✕ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ✢✉① fex ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✷✳✶✳
▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✹ ✭❯♥✐❝✐té✮✳ ❙♦✐t (xn)n∈N ✉♥ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❆❧♦rs ✿
✕ s♦✐t✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♣❡♥t❡ ρ✱ t❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ σ ❡t T ✱ t❡❧s q✉❡ (xn) ❡st (αρ,T , αρ,σ)✲
❝♦♥tr❛✐♥t ❀
✕ ♦✉✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ♣❡♥t❡ ρ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ σ, T t❡❧s q✉❡ (xn) ❡st (αρ,T , αρ,σ)✲
❝♦♥tr❛✐♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t σ′ > σ ❡t T ′ > T ✱ (xn) ❡st (αρ,T ′ , αρ,σ′)✲❝♦♥tr❛✐♥t✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ρ, σ, T t❡❧ q✉❡ (xn) s♦✐t (αρ,T , αρ,σ)✲❝♦♥tr❛✐♥t✱
❛❧♦rs (xn) ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t (αρ,T ′ , αρ,σ′)✲❝♦♥tr❛✐♥t ♣♦✉r t♦✉t σ
′ > σ ❡t T ′ > T ✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡
❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❛♣♣♦rté❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✺✵❪✳
◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡✉① ♣❡♥t❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ρ, ρ′ q✉✐
❝♦♥tr❛✐❣♥❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① ❧❡ ✢✉①✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (xn) s♦✐t (αρ,T , αρ,σ)✲❝♦♥tr❛✐♥t ❡t
(αρ′,T ′ , αρ′,σ′)✲❝♦♥tr❛✐♥t ❛✈❡❝ ρ > ρ
′✳ ❙✐ ❧✬❛✣r♠❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ✈r❛✐❡✱ ❛❧♦rs (xn) ✈ér✐✜❡
∀n ∈ N✱ ρ(xn − T ) 6 n 6 σ′ + ρ′xn✱ ♠❛✐s ❝❡❝✐ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✈r❛✐ ♣♦✉r xn >
ρT+σ′
ρ−ρ′ ✱ ❝❡
q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✽ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❡①♣♦sé❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à ♣❛rt✐r
❞❡ t > ρT+σ
′
ρ−ρ′ ❧❡ ✢✉① ♥❡ ♣❡✉t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝❛r ✐❧s ❞é✜♥✐ss❡♥t
❞❡s ❢❡♥êtr❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s✳
✷✳✷ ❋❧✉① ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✸✸
temps (t)
♥
♦♠
❜
r❡
❞
❡
♠
❡s
s❛
❣❡
s
ρT+σ′
ρ−ρ′
ρ′
ρ
❋✐❣✉r❡ ✽ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✹✳
✷✳✷✳✸ ❘✉♣t✉r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
T ❡t σ ét❛♥t ✜①és✱ ♥♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ♣❡♥t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ✈✐t❡ss❡
♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞✬✉♥ ✢✉① ♦❜s❡r✈é✳ ❙✐ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞é✜♥✐❡✳ ❆✜♥✱ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❡✣✲
❝❛❝❡♠❡♥t ❝❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞♦♥♥é❡s✱
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t s♦rt❛♥t ❡t ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ét❛❜❧✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t s♦rt❛♥t✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t
❜r✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✺ ✭P♦✐♥t s♦rt❛♥t✮✳ ❙♦✐t (xn) ✉♥ ✢♦t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ α ❡t α ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t m ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (xn) s♦✐t (α, α)✲❝♦♥tr❛✐♥t à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠✐è♠❡
♠❡ss❛❣❡ ❛rr✐✈é✳ ▲❡ ♣♦✐♥t s♦rt❛♥t Ps ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r
s = min{p > m | (xn) ♥✬❡st ♣❛s (α, α)✲❝♦♥tr❛✐♥t s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [xm, xp]}.
❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✱ ✈ér✐✜❡r q✉❡ (xn) ❡st αρ,T ✲❝♦♥tr❛✐♥t✱ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r
♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ m ❡t n ❛✈❡❝ m < n, αρ,T (xn − xm) 6 n−m✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ (xn)✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❧❡s
♣❧✉s ❢♦rt❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ◆♦✉s ❧❡s ❛♣♣❡❧♦♥s ♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉①
♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s ✿ ❝❡❧✉✐ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞é✜♥✐ss❛♥t
❧❛ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ▲❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✻ ✭P♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s✮✳ ❙♦✐t (xn) ✉♥ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ α, α ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞❡ ♣❡♥t❡ ρ ∈ R+ ❡t m < n ∈ N✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (xn) s♦✐t (α, α)✲❝♦♥tr❛✐♥t s✉r [xm, xn]✳
▲❡s ♠❡ss❛❣❡s ❝r✐t✐q✉❡s ✐♥❢ér✐❡✉r ❡t s✉♣ér✐❡✉r ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s Pm à Pn ❡t ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s α ❡t α s♦♥t P ρ,mn = (xcρ,mn , c
ρ,m
n ) ❡t P
ρ,m
n = (xcρ,mn , c
ρ,m
n ) r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞é✜♥✐s
♣❛r ✿
✕ cρ,mn = min{p ∈ [m,n] | maxq∈[p,n](
q
ρ
− xq) =
p
ρ
− xp} ❀
✕ cρ,mn = min{p ∈ [m,n] | maxq∈[p,n](xq −
q
ρ
) = xp −
p
ρ
}.
❆✜♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ♣❧✉s ❛❣ré❛❜❧❡✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts
❝r✐t✐q✉❡s s❡r♦♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧és P = (xc, c) ❡t P = (xc, c)✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ρ ❡t ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs σ ❡t T ❝❤♦✐s✐❡s✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✷✳✼✳ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡ ✢✉① fex ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✷✳✶✳ P♦✉r q ∈ {0, 1, 2, 3}✱
xq−
q
ρ
= 0 < x4−
4
ρ
= 10✳ ❆✐♥s✐✱ P0 ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❬✵✱✸✵❪✳
▲✬❛rr✐✈é❡ ❞✉ q✉❛tr✐è♠❡ ♠❡ss❛❣❡ ❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬❛✣r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ✐♥✲
t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ét❛❜❧✐❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ P4 + α ❡st ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ α✳ ❖♥ ♥♦t❡ P
0.1,0
4 = P4✳
✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ rés❡❛✉
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✽✳ ❙♦✐t (xn)n∈N ✉♥ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ α, α ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣❡♥t❡s
ρ ∈ R+ ❡t m < n ∈ N t❡❧s q✉❡ (xn) s♦✐t ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r (α, α) s✉r [xm, xn]✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♣♦✐♥t
❝r✐t✐q✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ Pm✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
cρ,mn =


m s✐ n = m
n s✐ n
ρ
− xn >
c
ρ,m
n−1
ρ
− xcρ,mn−1
cρ,mn−1 s✐♥♦♥✳
❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡①✐st❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ s✉♣ér✐❡✉r cρ,mn ✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡ s✐❣♥❡
> ♣❛r <✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❞❡✉① ❝❛s ét❛♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ ♣r♦✉✈♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉r cρ,mn ✳ ❙✐ n = m✱
❧❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❡st ❧❡ s❡✉❧ ♣♦✐♥t ❡①✐st❛♥t ✿ cρ,mn = m✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✻ ❞♦♥♥❡ ✿
cρ,mn−1 = min{p ∈ [m,n−1] | maxq∈[p,n−1](
q
ρ
−xq) =
p
ρ
−xp}✳ ❉♦♥❝✱ s✐ nρ−xn >
c
ρ,m
n−1
ρ
−xcρ,mn−1
♦♥ ♦❜t✐❡♥t cρ,mn = n✳ ❙✐♥♦♥ c
ρ,m
n = c
ρ,m
n−1✳
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ s✐ ✉♥ ✢✉① (xn) ❡st (α, α)✲❝♦♥tr❛✐♥t s✉r [xm, xn]✱
✈ér✐✜❡r q✉✬✐❧ ❧✬❡st t♦✉❥♦✉rs à ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ s✉✐✈❛♥t ✭s✉r [xm, xn+1]✮ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥✐q✉❡✲
♠❡♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❞❡✉① ✐♥éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s
α(xn+1 − xcρ,mn ) 6 n+ 1− c
ρ,m
n ❡t α(xn+1 − xcρ,mn ) 6 n+ 1− c
ρ,m
n .
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✾ q✉✐ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡
♣♦✐♥t s♦rt❛♥t ❡t ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❝r✐t✐q✉❡s✳
▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✾✳ ❙♦✐❡♥t (xn)n∈N ✉♥ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ α, α ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❛rr✐✈é❡s ❞❡
♣❡♥t❡ ρ ∈ R+ ❡t m < s ∈ N t❡❧ q✉❡ (xn) ❡st (α, α)✲❝♦♥tr❛✐♥t s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [xm, xs−1] ❡t
Ps ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t s♦rt❛♥t✳
✕ s✐ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡st r♦♠♣✉❡✱ ❛❧♦rs cρ,ms = s ❀
✕ s✐ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡st ❜r✐sé❡✱ ❛❧♦rs cρ,ms = s✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r ❧❡
♣r❡♠✐❡r✳ ❙♦✐t✱ P = P
ρ,m
s−1 ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞é✜♥✐ ❥✉st❡ ❛✈❛♥t ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ Ps✳
❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ P ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ♣♦✐♥t s♦rt❛♥t✱ ♦♥ ❛ s − c < ρ(xs − xc)✳ ❉✬❛♣rès ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✽ ♦♥ ❛ c = s✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡✳
✷✳✸ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉① ✿ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ st❛❜✐❧✐té
▲❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✣♥❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s
❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ✉♥ ✢✉① ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉
✢✉①✳ ◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ♣❡♥t❡s ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✜♥ q✉✬❡❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡✳ ❙✐ ❧❡ tr❛✜❝ ❡st très ré❣✉❧✐❡r ❡t q✉❡ T, σ s♦♥t ✜①és
s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ρ t❡❧ q✉❡ (xn)n∈N s♦✐t (αρ,T , αρ,σ)✲❝♦♥tr❛✐♥t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱
♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡tt❡ ♣❡♥t❡✳ ❙✐ ❧❡ tr❛✜❝ ❡st ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡
s✉✐t❡ ❞❡ ♣❡♥t❡s ❡①♣r✐♠❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡s ❛rr✐✈é❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✳
❉❛♥s ❝❡ ❜✉t✱ q✉❡❧q✉❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❛❧✐s❛♥t ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s s✐♠♣❧❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞♦♥♥é❡s s♦♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♣rés❡♥té❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ q✉✐ ❞ét❡❝t❡
❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ✢✉① ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é ❞❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st
✐♥tr♦❞✉✐t✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❡t ❞❡ q✉❡❧q✉❡s
♣♦✐♥ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s♦♥t ❞✐s❝✉tés✳
✷✳✸ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉① ✿ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ st❛❜✐❧✐té ✸✺
✷✳✸✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s ❡t s♦rt❛♥t
❆✜♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ✢✉① ♦s❝✐❧❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t
s❛✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s ❡t s♦rt❛♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s q✉✐ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
αρ,T ❡t αρ,σ ❡t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s ❝♦✉r❛♥ts✱ P ❡t P ✱ tr❛✐t❡♥t ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ ❧❡ ♥
✐è♠❡
♠❡ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ✢✉①✱ P = (x, n)✳
✕ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❊st❈♦♥tr❛✐♥t■♥❢ r❡t♦✉r♥❡ ❱r❛✐ s✐ P ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r αρ,T ❀
✕ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❊st❈♦♥tr❛✐♥t❙✉♣ r❡t♦✉r♥❡ ❱r❛✐ s✐ P ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r αρ,σ ❀
✕ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ▼à❏❈r✐t✐q✉❡s ♠❡t à ❥♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s s✐ P ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❡ P ♦✉ P ✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ T ❡t σ ♥✬♦♥t ♣❛s
❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✻✮ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
♥❡ ❢♦♥t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ✿ ❈❛❧❝✉❧s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s
❉♦♥♥é❡s ✿ ρ✱ T ✱ σ✱ P ✱ P ✱ P ✳
❊st❈♦♥tr❛✐♥t■♥❢✭ρ✱ T ✱ P , P ✮ ❂ ✭n > ρ(x− xc − T ) + c✮✶
❊st❈♦♥tr❛✐♥t❙✉♣✭ρ✱ σ✱ P , P ✮ ❂ ✭n 6 ρ(x− xc) + σ + c✮✷
▼à❏❈r✐t✐q✉❡s✭ρ✱ P ✱ P ✱P ✮✸
❙✐ n < ρ(x− xc) + c ❛❧♦rs P ← P ❀✹
❙✐♥♦♥ s✐ n > ρ(x− xc) + c ❛❧♦rs P ← P ❀✺
✷✳✸✳✷ ➱t✉❞❡ ✜♥❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ✢✉①
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❡♥t❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡
✈✐t❡ss❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞✉ ✢✉① ✭FluxEntre´e✮ ♦❜s❡r✈é✱ ♦ù ¬ ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡
❞❡ ♥é❣❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s T ❡t σ s♦♥t ✜①és ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜♥❡ss❡
❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ s♦✉❤❛✐té❡✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❝❤♦✐s✐s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s
t❤é♦r✐q✉❡s ❞✉ ✢✉① ♦❜s❡r✈é✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛rr✐✈é❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡✱ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ✭❧✐❣♥❡s ✷✷ à
✷✺✮ ❡st ❡①é❝✉té❡✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❛✜♥ ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ✢✉①✳ ▲♦rsq✉✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❜r✐s❡ ✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❡♥t❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡✳
❉❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ P = (x, n) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t tr❛✐té ❡t Pp = (xp, np)
❡st ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ♣ré❝é❞❡♥t P ✳
▲❡s ❧✐❣♥❡s ✶✼ à ✷✵ ré❛❧✐s❡♥t ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ P✉✐s ❧❡s ❧✐❣♥❡s ✷✷ à ✷✺
r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ré❛❧✐sé❡s à ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠❡ss❛❣❡s✳
▲❛ ❧✐❣♥❡ ✶✼ ❛✛❡❝t❡ P ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠❡ss❛❣❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❡♥t❡
❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ✭❧✐❣♥❡ ✶✽✮✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✷ ❡st ❛✛❡❝té❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ n ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❛♥❛❧②sés ♣❧✉s ✉♥✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣ré♣❛r❡r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣r♦❝❤❛✐♥ ♣♦✐♥t ✭❧✐❣♥❡
✶✾✮ ❡t Pp ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé à P ❡♥ ❛tt❡♥❞❛♥t ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ s✉✐✈❛♥t✳
▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣♦✐♥t P à ❛♥❛❧②s❡r s♦♥t ré❝✉♣éré❡s à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✷✷✳
▲❛ ❧✐❣♥❡ ✷✸ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ▼à❏P❡♥t❡ ✭❞é✜♥✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ✶ à ✶✺✮ q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡
s✐ P s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❞é✜♥✐❡s ✭❧✐❣♥❡s ✷ ❡t ✾✮✳ ❙✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❡♥t❡✱ ρ✱ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❜r✐sé❡✳ ❙✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡
❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❡♥tr❡ P ❡t P ✭❧✐❣♥❡s ✸ ❡t ✹✮✳ ❙✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ré❛❧✐sé à ♣❛rt✐r ❞❡ P ❡t P ✭❧✐❣♥❡s ✶✵ ❡t ✶✶✮✳ ❆✉① ❧✐❣♥❡s
✻ ❡t ✼ ✭♦✉ ✶✸ ❡t ✶✹✮ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ s✐ P s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s à ♣❛rt✐r
❞❡ Pp✳ ❙✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❡♥t❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts ✭❝❡ ❝❤♦✐① s❡r❛
❞✐s❝✉té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✺✮✳ ❆✉① ❧✐❣♥❡s ✽ ❡t ✶✺✱ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❡♥t❡ ❡st ❛❥♦✉té❡ à ❧❛ ❧✐st❡
❞❡ ❝❡❧❧❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❞❛t❡✱ x✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st
✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ rés❡❛✉
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❡♥t❡s
❉♦♥♥é❡s ✿ FluxEntre´e✱ T ✱ σ✳
❘és✉❧t❛ts ✿ ListePentes✱ FluxSortie✳
▼à❏P❡♥t❡✭T ✱ σ✱ ρ✱ P ✱ P ✱ Pp✱ P ✮✶
❙✐ ¬❊st❈♦♥tr❛✐♥t■♥❢✭T ✱ ρ✱ P ✱ P ✮ ❛❧♦rs✷
ρ← (n− c)/(x− xc)❀✸
P ← P ❀ P ← P ❀✹
FluxSortie ← FluxSortie :: P ❀✺
❙✐ ¬❊st❈♦♥tr❛✐♥t■♥❢✭T ✱ ρ✱ P ✱ Pp✮ ❛❧♦rs✻
ρ← (n− np)/(x− xp) ❀✼
♠é♠♦r✐s❡r✭ListePentes✱ (ρ, x)✮ ❀✽
❙✐♥♦♥ s✐ ¬❊st❈♦♥tr❛✐♥t❙✉♣✭σ✱ ρ✱ P ✱ P ✮ ❛❧♦rs✾
ρ← (n− c)/(x− xc) ❀✶✵
P ← P ❀ P ← P ❀✶✶
FluxSortie ← FluxSortie :: P ❀✶✷
❙✐ ¬❊st❈♦♥tr❛✐♥t❙✉♣✭σ✱ ρ✱ P ✱ Pp✮ ❛❧♦rs✶✸
ρ← (n− np)/(x− xp) ❀✶✹
♠é♠♦r✐s❡r✭ListePentes✱ (ρ, x)✮ ❀✶✺
❉é❜✉t✶✻
P ← ✭❞❛t❡❆rr✐✈é❡✭FluxEntre´e✮✱ ✶✮ ❀✶✼
ρ← 1/x❀✶✽
n← 2 ❀✶✾
Pp ← P ❀✷✵
❚❛♥t q✉❡ ✈r❛✐ ❢❛✐r❡✷✶
P ← ✭❞❛t❡❆rr✐✈é❡✭FluxEntre´e✮✱ n✮❀✷✷
▼à❏P❡♥t❡s✭T ✱ σ✱ ρ✱ P ✱ P ✱ Pp✱ P ✮❀✷✸
▼à❏❈r✐t✐q✉❡s✭ρ✱ P ✱ P ✱ P ✮❀✷✹
Pp ← P ❀ n← n+ 1❀✷✺
✜♥✷✻
✐♥st❛✉ré❡✳ ▲❡ ✢✉① FluxSortie ❡st ✉♥ s♦✉s✲✢✉① ❞❡ FluxEntre´e✳ ■❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♠❡ss❛❣❡s s♦rt❛♥ts ❝❛❧❝✉❧és✳ ■❧ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ FluxEntre´e✱
❧✐❣♥❡s ✺ ❡t ✶✷✳
➚ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✷✹ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ▼à❏❈r✐t✐q✉❡s ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✮✱ q✉✐ ♠❡t à ❥♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts P ❡t
P ✱ ❡st ❛♣♣❡❧é❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✷✺ ✐♥❝ré♠❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ n ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ét✉❞✐és ❡t ❧❡
♣♦✐♥t Pp ❡st ❛✛❡❝té à P ✳
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ très ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ❞✬✉♥ ✢✉①✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✉r✈❡✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❛rr✐✈é❡s ❞❡
♠❡ss❛❣❡s ❞❛♥s ❧❡ ✢✉①✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❛♥♦♠❛❧✐❡s
❝❛❝❤é❡s✳ ◗✉✐ ♣❧✉s ❡st✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t ❡t ♠é♠♦r✐s❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❧❡s ♣❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s✱ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é❡s ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✱ ❡t ❞✬✉♥ ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳
❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s ✜①é❡s✳
◆♦t♦♥s q✉❡ s✐ ✉♥ ✢✉① ❡st (αρ,T , αρ,σ)✲❝♦♥tr❛✐♥t ❡t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ρ ❛✈❡❝ ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❛✉ ♠♦✐♥s é❣❛✉① à T ❡t σ✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ ❝♦♥✈❡r❣é✳ ❆❧♦rs✱
t♦✉s ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s s✉✐✈❛♥ts r❡s♣❡❝t❡r♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❛✉❝✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❡♥t❡ ♥❡ s❡r❛
❝❛❧❝✉❧é❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✶ ✭❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ✢✉① ✭fp✮ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡
✷✳✸ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉① ✿ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ st❛❜✐❧✐té ✸✼
♣ér✐♦❞❡ ✶✽✵ s ✭✾ ♠❡ss❛❣❡s✮✳ ❉✉r❛♥t ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡✱ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❛rr✐✈❡♥t ❛✉① ❞❛t❡s s✉✐✈✲
❛♥t❡s ✿ x1 = 15 s✱ x2 = 35 s✱ x3 = 55 s✱ x4 = 80 s✱ x5 = 100 s✱ x6 = 120 s✱ x7 = 140 s✱
x8 = 160 s✱ x9 = 180 s✳ ❈❡ ✢✉① ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r α0.05,10 ❡t α0.05,1✳ ◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡
tr♦✉✈❡r ρ = 0.05 ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✾ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ✶✷ ♣r❡♠✐❡rs ♠❡ss❛❣❡s ❞❡ ❝❡ ✢✉① ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s
♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s T = 10 ❡t σ = 1✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❡♥t❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡st
ρ1 =
1
x1
= 0.06667✳ ▲❡ ♣♦✐♥t P4 ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t s♦rt❛♥t ✭P
(1)
s ✮✳ ■❧ ❜r✐s❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
αρ1,T ✳ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❡♥t❡ ❡st ❛❧♦rs é✈❛❧✉é❡ ❡♥tr❡ P4 ❡t P
(1)
= P3✳ ❈❡❝✐ ❞♦♥♥❡ ρ2 = 0.04✳
▲❡ ♣♦✐♥t s♦rt❛♥t s✉✐✈❛♥t ❡st P (2)s = P10✳ ■❧ ❢r❛♥❝❤✐t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ➚ ❝❡t ✐♥st❛♥t
❧❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r ❡st P (2) = P9✳ ▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❡♥t❡ ❡st ❞♦♥❝ ρ =
1
195− 180
= ρ1✳
❈♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✐♥t s♦rt❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✱ à ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ♣rès✱ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t s♦rt❛♥t
❝❡❧❛ ✐♥❞✐q✉❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦s❝✐❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣❡♥t❡s
ρ1 ❡t ρ2✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✵ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ T ✈❛r✐❡✳
❙✐ T = 20 ✭❝♦✉r❜❡s r♦✉❣❡s à ❣❛✉❝❤❡✮✱ ❧❡ ♣♦✐♥t s♦rt❛♥t ❡st Ps = P5 q✉✐ ❜r✐s❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❡♥t❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❡♥tr❡ P5 ❡t P = P4 ❝❡
q✉✐ r❡t♦✉r♥❡ ρ✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ T = 60 ✭❝♦✉r❜❡s ❜❧❡✉❡s à ❞r♦✐t❡✮✱
❧❡ ♣♦✐♥t s♦rt❛♥t Ps = P13 ❜r✐s❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❡♥t❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡
❡♥tr❡ P13 ❡t P = P12✳ ❈❡ ❝❛s ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ à ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ♣rès✱ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦s❝✐❧❧❡ à ♥♦✉✈❡❛✉✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✵ ✕ P❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❛✈❡❝ fp✱ T = 20 ❡t T = 60 ✭σ = 1✮✳
✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ rés❡❛✉
✷✳✸✳✸ ◗✉❡❧q✉❡s ❝❛s ❞✬ét✉❞❡
➱t✉❞✐♦♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱
♥♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✢✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ♣✉✐s ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✲
✉❧✐❡r ❞❡s ✢✉① éq✉✐❧✐❜rés✳
❋❧✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ ✭❋❧✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡✮✳ ❯♥ ✢✉① (xn)n∈N ❡st ❞✐t Np✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ s✐ ∀n ∈ N
x(n+Np) − x(n+1+Np) = xn − xn+1.
▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ rés✉❧t❛t tr✐✈✐❛❧ s✉r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✈✐❡s ♣❛r ✉♥
✢✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳ ❙♦✐t (xn)n∈N ✉♥ ✢✉① Np✲♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ρ, T, σ ∈ R+
t❡❧❧❡s q✉❡ (xn) ❡st (αρ,T , αρ,σ)✲❝♦♥tr❛✐♥t✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❤♦✐s✐r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s✉✐✈❛♥t❡s ❝♦♥❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❛✉ rés✉❧t❛t σ = Np✱
T = xNp ✱ ❡t ρ = xNp/Np✳
➱t✉❞✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ✢✉①✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳ ❙♦✐t ρ, T, σ ∈ R+✳ ❙✐ (xn) ❡st Np✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t (αρ,T , αρ,σ)✲❝♦♥tr❛✐♥t✱
❛❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ((xn), T, σ) s♦✐t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❛
♣❡♥t❡ ρ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✭❡t ❝❡tt❡ ♣❡♥t❡ ♥❡ s❡r❛ ♣❧✉s r❡❝❛❧❝✉❧é❡✮✱ s♦✐t s✉✐t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
♣ér✐♦❞✐q✉❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✹✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐♥st❛♥t à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♥❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ♣❡♥t❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣❡♥t❡ ρ ❛ été tr♦✉✈é❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ♠❡ss❛❣❡
à ✈❡♥✐r q✉✐ r♦♠♣t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ t❛✉① ❞✬❛rr✐✈é❡ ♠♦②❡♥ s♦✐t ρ ❡t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐♥st❛♥t t❡❧ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ♣❡♥t❡ ρ′ < ρ✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r s❡r❛ ♠✐s à ❥♦✉r ❛✉ ♠♦✐♥s
✉♥❡ ❢♦✐s ♣❛r ♣ér✐♦❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r ❛❝t✉❡❧ ❡st ♠✐s à
❥♦✉r ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞✉ ♠ê♠❡ ♠❡ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✶ r❡♣rés❡♥t❡
❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❡♥t❡ s❡r❛ n−m
xn−xm
❛✈❡❝ n−m < Np✳ ▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥
❡st s②♠étr✐q✉❡ ❛✈❡❝ ρ′ > ρ✳
xx
0
0
x
t❡♠♣s ✭t✮
ρ′ < ρ
♥
♦♠
❜
r❡
❞
❡
♠
❡s
s❛
❣❡
s
Np
❋✐❣✉r❡ ✶✶ ✕ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞✉ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r ♣♦✉r ✉♥ ✢✉① Np✲♣ér✐♦❞✐q✉❡✳
❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡st ✜♥✐ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ k,m, n ∈ N t❡❧
q✉❡ ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡♥tr❛✐♥❛♥t ✉♥❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ♣❡♥t❡s s♦♥t ✿ (Pm, Pn) ❡t
(Pm+kNp , Pn+kNp)✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳
✷✳✸ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉① ✿ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ st❛❜✐❧✐té ✸✾
▲✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✶ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉✬✉✲
t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✱ ❛✈❡❝ fp ✭❧❡ ✢✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✶✮✱ T = 10
♦✉ T = 60✱ s✉r ❧❡ ✢✉① ❞♦♥♥é ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♦ù ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦s✲
❝✐❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❡♥t❡s ρ1 < ρ ❡t ρ2 > ρ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✜①❡r T = 20 ❡♥tr❛✐♥❡ ✉♥❡ r❛♣✐❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✳
❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❛ss✉ré❡ ♣♦✉r t♦✉t T, σ ∈ R+✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t
❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ✐♥st❛♥t ❛✉q✉❡❧ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ♣❡♥t❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❞✬❛rr✐✈é❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❛❧♦rs ✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✺ ✭❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✮✳ ❙♦✐t (xn) ✉♥ ✢✉① Np✲♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r (αρ,T ′ ✱
αρ,σ′)✳ ■❧ ❡①✐st❡ ǫ t❡❧ q✉❡ s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s (xn)✱ σ > σ′ ❡t T > T ′✱
❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ♣❡♥t❡ ρ′ ∈ [ρ− ǫ, ρ+ ǫ]✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❛ ♣❡♥t❡ ρ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ ❢❛✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ρ′ < ρ ❡t ρ′ > ρ✳ ❈❡✉①✲❝✐ ét❛♥t s②♠étr✐q✉❡s✱
❢♦❝❛❧✐s♦♥s ♥♦✉s s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝❛s ρ′ > ρ✳
❈♦♠♠❡ T > T ′✱ ρ1 = ρ
xNp−T
′
xNp−T
❡st t❡❧ q✉❡ ∀ρ′ > ρ1✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s
r♦♠♣✉❡s ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ (xn) ✭∀t ∈ [0, xNp ], αρ1,T 6 αρ′,T ′)✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ S = {ρxn − n | n ∈ N} ❡st ✜♥✐✳ ❙♦✐t n0 = min{n | ρxn − n = mins∈S s}
❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S✳ ❉♦♥❝ n0 6 Np ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣❡♥t❡s
ρ′ ❡t ρ ❛ss✐❣♥❡ ❧❡ ♣♦✐♥t Pn0 ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ s✉♣ér✐❡✉r✳
❈♦♥❝❡♥tr♦♥s ♥♦✉s s✉r ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❝r✐t✐q✉❡s s✉♣ér✐❡✉rs q✉❛♥❞ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛
♣❡♥t❡ ρ′✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ ρ✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ♠✐s à ❥♦✉r✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ♠✐s à ❥♦✉r ✉♥❡
❢♦✐s ♣❛r ♣ér✐♦❞❡ ❡t ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❡♥t❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞❡✉① ♠❡ss❛❣❡s sé♣❛rés ❛✉
♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❡♥t❡s ♣❡✉t êtr❡
❞é✜♥✐✳
Pr❡♥♦♥s✱ ρ2 = min{xn−xmn−m | 0 6 m 6 n 6 Np ❡t
xn−xm
n−m > ρ}✳ ❙✐ ρ 6 ρ
′ 6 ρ2✱ ❛❧♦rs✱
❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ s✉♣ér✐❡✉r ❡st ♠✐s à ❥♦✉r ❧❛ ♣❡♥t❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s
❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ρ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ ❡st ❢♦r❝é♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ρ✱ ♠❛✐s ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡
str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ρ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ S✳ ❈❡❝✐ ♣r♦✉✈❡ ❧✬é❣❛❧✐té✳
❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✾✱ ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ♣❡♥t❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ρ✳ ❊✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱
✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♣❡♥t❡ ❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s s✉♣ér✐❡✉rs✳ ❆✐♥s✐✱ tr♦✉✈❡r
ρ′ 6 min(ρ1, ρ2) ❣❛r❛♥t✐t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
❋❧✉① éq✉✐❧✐❜rés ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ✢✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ ❧❡s ✢✉① éq✉✐❧✐❜rés✱
❞♦♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✻ ✭❋❧✉① éq✉✐❧✐❜rés✮✳ ❯♥ ✢✉① (xn) ❞✬❛rr✐✈é❡ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ✭♣❡♥t❡✮ ρ ❡st ❞✐t
éq✉✐❧✐❜ré s✐ ∀n ∈ N✱
xn = ⌈
n
ρ
⌉.
❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♠♦ts éq✉✐❧✐❜rés ♦ù ❧❛ ♥✐è♠❡ ❧❡ttr❡ ❞✉ ♠♦t ❡st
❞é✜♥✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s✳ ■❧ ② ❛ ✉♥ ✵ s✐ ❛✉❝✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ♥✬❛rr✐✈❡ ❞✉r❛♥t ✉♥
✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❡t ❦ ❢♦✐s ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ✶ s✐ k ♠❡ss❛❣❡s ❛rr✐✈❡♥t ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ♣❧❛❣❡ ❤♦r❛✐r❡✳
❉❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡s ♠♦ts éq✉✐❧✐❜rés s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬✺✹❪✳ ❆✜♥ ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❞❡s
✢✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t q✉❡ ρ < 1✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
s✐ ρ > 1✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❡ss❛❣❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛rr✐✈❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳
▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ♠♦t éq✉✐❧✐❜ré ❛②❛♥t ✉♥❡ ♣❡♥t❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ∃e1, . . . , ek >
0 t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ℓ ∈ {1, . . . k − 1}✱ ❧❡ ♠♦t éq✉✐❧✐❜ré ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé s✉✐✈❛♥t ❧❡
❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs wℓ = w
eℓ
ℓ−1w
′
ℓ−1 ❡t w
′
ℓ = w
eℓ−1
ℓ−1 w
′
ℓ−1✱ ❛✈❡❝ w0 = 0 ❡t w
′
0 = 1✳ ▲❡ ♠♦t✐❢
♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞✉ ♠♦t ❡st ❛❧♦rs wk = w
ek−1
k−1 w
′
k−1✳
✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ rés❡❛✉
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✼ ✭❋❧✉① éq✉✐❧✐❜ré✮✳ ❙♦✐t ❧❡ ✢✉① éq✉✐❧✐❜ré ✭feq✮ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✷✳
▲❡s ❢❛❝t❡✉rs ✐♥✐t✐❛✉① s♦♥t w0 = 0 ❡t w′0 = 1✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs s✉✐✈❛♥t s♦♥t w1 = 0001✱
w′1 = 001✱ ♣✉✐s w2 = 0001001 ✭e2 = 1✮✱ w
′
2 = 001✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♠♦t✐❢ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡st
w3 = w
′
3 = w2w
′
2 = 0001001001 ✭e3 = 1✮✳
n
o
m
br
e 
de
 m
es
sa
ge
s
temps (t)
✵✵✵✶✵✵✵ ✶✵ ✵ ✶ ✵✵ ✶ ✵ ✵
❋✐❣✉r❡ ✶✷ ✕ ❋❧✉① éq✉✐❧✐❜ré ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ρ = 37 ✳
▲❛ ♣❡♥t❡ ❞✬✉♥ ♠♦t ✜♥✐ w ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✶ ❞✐✈✐sé ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✵ ✿
ρ(w) = |w|1|w|0 ✱ ♦ù |w|0 ✭r❡s♣✳ |w|1✮ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ✵ ✭r❡s♣✳ ✶✮ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦t w✳
▲❛ ♣❡♥t❡ ❞✬✉♥ ♠♦t ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡st ❛✉ss✐ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡ ❝❡s ♠♦t✐❢s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ✿ ρ(w∗) = ρ(w)✳
❯♥❡ s✐♠♣❧❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ρℓ = ρ(wℓ) 6 ρ(w′ℓ) = ρ
′
ℓ✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✽ ✭P❡♥t❡s ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs✮✳ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡ ✢✉① feq ❞❡ ♣❡♥t❡ ρ = 37 ♣rés❡♥té s✉r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✷✳ ▲❡s ♣❡♥t❡s ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs w1, w′1, w2, w
′
2, w3, w
′
3 s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ρ1 =
1
3 ✱
ρ′1 =
1
2 ✱ ρ2 =
2
5 ✱ ρ
′
2 =
1
2 ✱ ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ρ3 = ρ
′
3 =
3
7 ✳
▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✾✳ ∀ℓ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ w ❡t w t❡❧s q✉❡ w′ℓ = w1 ❡t wℓ = w0w✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r ℓ = 0✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r
ℓ − 1✳ ❈♦♠♠❡✱ w′ℓ = w
eℓ−1
ℓ−1 w
′
ℓ−1 ❡t wℓ = w
eℓ−1
ℓ−1 wℓ−1w
′
ℓ−1✱ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r
ℓ✳
▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✶✵✳ ❙♦✐t pp ✉♥ ♣ré✜①❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡ wℓ ✭r❡s♣✳ w′ℓ✮✳ ❆❧♦rs ρ(pp) 6 ρℓ ✭r❡s♣✳
ρ(pp) 6 ρ′ℓ✮✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▼♦♥tr♦♥s ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ℓ = 1✳ ▲❡s
❢❛❝t❡✉rs wℓ ❡t w′ℓ s✬é❝r✐✈❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ w1 ❡t w
′
1 ✿
wℓ = w
eℓ
ℓ−1w
eℓ−1−1
ℓ−2 w
eℓ−2−1
ℓ−3 · · ·w
e2−1
1 w
′
1 ❡t w
′
ℓ = w
eℓ−1
ℓ−1 w
eℓ−1−1
ℓ−2 w
eℓ−2−1
ℓ−3 · · ·w
e2−1
1 w
′
1,
❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r ✉♥ r❛♥❣ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ℓ✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✶✳ ❙♦✐❡♥t ρ > 0✱ σ > ⌈ρ⌉ ❡t T > ⌈1/ρ⌉✳ ❙✐ (xn) ❡st ✉♥ ✢✉① éq✉✐❧✐❜ré
♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ♣❡♥t❡ ρ✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s σ ❡t T ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs
ρ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▼♦♥tr♦♥s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ℓ q✉❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ wℓ ❡t✴♦✉ w′ℓ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛
♣❡♥t❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❡♥t❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡st s♦✐t ρ′1 = ρ(w
′
1) s♦✐t ρ1 = ρ(w1)✳
❍②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✿ ❧❛ ♣❡♥t❡ ρℓ ♦✉ ρ′ℓ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✉ ❜♦✉t ❞✬✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳
❍éré❞✐té ✿ ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✾✳ ❙✐ ℓ 6= k✱ ❛❧♦rs
ρℓ < ρ < ρ
′
ℓ✳
✷✳✸ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉① ✿ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ st❛❜✐❧✐té ✹✶
✭✶✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ q✉✐ ❛ été ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡st ρℓ✳ ❆❧♦rs✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡
❡st r♦♠♣✉❡ ♣❛r ✉♥ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r✳
▲❡ ♠♦t ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ ❞❡✉① ❢❛❝t❡✉rs wℓ ❡t w′ℓ✳ ❚❛♥t q✉❡ ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ wℓ
s♦♥t tr♦✉✈és✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛✉ ♠❡ss❛❣❡ ❛✈❛♥t ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ wℓ✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡
♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥ s✉✣①❡ ❞❡ wℓ✳ ❈♦♠♠❡ wℓ = wℓ−1w′ℓ✱ ❝❡❝✐ ❡st ❛✉ss✐ ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r
w′ℓ✳
▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ wℓ ❡t w′ℓ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♠❡ss❛❣❡ ❞❡ w
′
ℓ ♣❡✉t êtr❡
❝r✐t✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✈✉ q✉❡ σ > ⌈ρ⌉✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ r♦♠♣✉❡ ♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ w′ℓ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ♣❡♥t❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣❡♥t❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ w′ℓ✱ ❡t ♣❡✉t ❛❧♦rs ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ρℓ+1 ♦✉ ρ
′
ℓ+1✳
✭✷✮ ▲❡s ♠ê♠❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦❜✲
t✐❡♥t ❧❛ ♣❡♥t❡ ρ′ℓ✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s❡r❛ r♦♠♣✉❡ ❡t s❡✉❧ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠❡ss❛❣❡ ❞❡ wℓ
♣❡✉t êtr❡ ❝r✐t✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ét❛♥t ρ′ℓ = ρ(w
′
ℓ)✱ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞❡ w
′
ℓ ♥❡
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝r✐t✐q✉❡s✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❛②❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té wℓ = wℓ−1w′ℓ✱ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ♥❡
♣❡✉t ♣r♦✈❡♥✐r q✉❡ ❞❡ wℓ−1 = wℓ−2w′ℓ−1✳ ❖r✱ ρ
′
ℓ−1 > ρ
′
ℓ ❡t ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡ s❡r❛ r♦♠♣✉❡✳ ❉♦♥❝ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ s✉♣ér✐❡✉r ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ wℓ−2✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐✲
q✉❛♥t ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ♥❡ ♣❡✉t q✉✬êtr❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
♠❡ss❛❣❡ ❞❡ wℓ✳
❈♦♠♠❡ T > ⌈1/ρ⌉✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ r♦♠♣✉❡ ♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡
wℓ✳ ▲❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ♣❡♥t❡ ❡st ❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ wℓ✱ ❡t ♣r❡♥❞ ❛✐♥s✐ ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ρℓ+1 ♦✉ ρ′ℓ+1✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✶✷✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✸ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✱ ❛♣♣❧✐q✉é
à feq ✭❞❡ ♣❡♥t❡ ρ = 37 ❡t r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✷✮✱ ❧♦rsq✉❡ T = 3 ❡t σ = 1✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
♣❡♥t❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡st ρ1 = 1/x1 = 13 ✳ ❆❧♦rs✱ P6✱ ❛rr✐✈❛♥t à ❧❛ ❞❛t❡ x
(1)
s ✱ ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t s♦rt❛♥t
q✉✐ ❜r✐s❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r ❛ss♦❝✐é à P6 ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❡♥t❡ ❡st P (1) = P5✱ ❡t ❛❧♦rs ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❡♥t❡ ❡st ρ′2 = 1/(x6− x5) =
1
2 ✳ ▲❡
♣♦✐♥t s♦rt❛♥t s✉✐✈❛♥t ❡st P (2)s = P16 ❡t s♦♥ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ s✉♣ér✐❡✉r ❡st P
(2)
= P13✳ ❈❡❝✐
♣❡r♠❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ ρ3 = 1/(x16 − x13) = 37 ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡
❛✉ ❜♦✉t ❞❡ ✸✽ s ✭t❡♠♣s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ✶✻ ♠❡ss❛❣❡s✮✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s
♣❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ❢♦♥t t♦✉t❡s ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❡♥t❡s ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❝❛❧❝✉❧és ❞❛♥s
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✽✱ ❝♦♠♠❡ é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✶✳
n
o
m
br
e 
de
 m
es
sa
ge
s
temps (t)
ρ1 =
1
3
ρ3 = ρ
′
3 =
3
7
ρ′2 =
1
2
T = 3
σ = 1
x(2) x
(2)
sx
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❋✐❣✉r❡ ✶✸ ✕ P❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❛✈❡❝ feq✱ T = 3 ❡t σ = 1✳
✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ rés❡❛✉
✷✳✸✳✹ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❞✬✉♥ ✢✉①
❙✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✜♥❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ✢✉①✱ ✐❧ s❡r❛
❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉t✐❧❡ ❞✬❛❧❧✐❡r à ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♣ré❝✐s❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣r♦❝✉r❛♥t ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ ❣é♥ér❛❧❡
❞✉ ✢✉①✳ ❈✬❡st ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✳
♣❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s
♣❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s
♣❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s
❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
◆✐✈❡❛✉ ✵
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷
◆✐✈❡❛✉ ✶
◆✐✈❡❛✉ ✷
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷
FluxSortie ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✷
FluxSortie ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✶
FluxSortie ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✵
FluxEntre´e
❉ét❡❝t✐♦♥
❛♥♦r♠❛✉①
♣❛r ❝♦rré❧❛t✐♦♥
❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✶✹ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉①✳
▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳
▲✬✐♥✈❡♥t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ à ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ❈❤❛q✉❡
♥✐✈❡❛✉ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ✢✉① à ♣❧✉s ❧♦♥❣ t❡r♠❡ q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉
♣ré❝é❞❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❜✉t✱ ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ s✉r ❧❡ s♦✉s✲✢✉① ❝❛❧❝✉❧é
♣❛r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ✐♥❢ér✐❡✉r ✭s❛✉❢ ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ FluxEntre´e✮✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❛tr❡ t②♣❡s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✿ FluxEntre´e✱ T
❡t σ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ❡t Nniv ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞és✐rés✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✹ r❡♣rés❡♥t❡
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✈❡❝ tr♦✐s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♦❜s❡r✈❡r ✉♥ ✢✉① ❛✈❡❝
❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ét✉❞❡ ✜♥❡ ❡t ❝♦♥❝✐s❡ ❞✉
✢✉① ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈é ✐♥❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳
▲❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣é♥èr❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♥❛❧②s❡✳ ▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❞❡ ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❛✐sé♠❡♥t ✉♥❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞✉
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ✢✉①✳ ❙❡❧♦♥ ❧✬ét✉❞❡ ❡✛❡❝t✉é❡✱ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡
❝♦♠♣❛ré❡ ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t t❤é♦r✐q✉❡ ❞✉ ✢✉① ♦❜s❡r✈é✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛❝✐❧✐t❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣❧✉s ✜❛❜❧❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳✶✸✳ P❛r ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s s♦✉✈❡♥t ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ n ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✷ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉ ♥✐è♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✶✹ ✭➱t✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❞✬✉♥ ✢✉①✮✳ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡ ❝❛s
❞✉ ✢✉① fp ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✶✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✺ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❧♦rsq✉❡ T = 10 ❡t σ = 1 ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❡t Nniv = 2✳
▲❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣♦✐♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts s❡ ♥✐✈❡❛✉ ❛rr✐✈❡♥t ❛✉① ❞❛t❡s ✿ x4 = 80✱ x10 = 195✱
x13 = 235✱ x19 = 375✱ ❡t❝✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s t❛✉① ❝❛❧❝✉❧és
♣❛r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ❡t ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ✶✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s
✐♥❞✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ ❣é♥ér❛❧❡
❞✉ ✢✉① ✿ ρ = 0.05✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳
✷✳✸✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ s✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
➱t✉❞✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s ♣♦✐♥ts ✐♠♣♦rt❛♥ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✿ ❧❛ ❞é❢✲
✐♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s T ❡t σ✱ ❧❡s ❝❤♦✐① ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❛♣♣♦rté❡s ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
✷✳✸ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉① ✿ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ st❛❜✐❧✐té ✹✸
80
ρ′1 = 0.052
ρ2 = 0.04 ρ1 ρ2 ρ1 ρ2
ρ′2 = 0.05
235
375
550 360 415180
ρ1 = 0.066
t❡♠♣s ✭t✮
◆✐✈❡❛✉ ✶
◆✐✈❡❛✉ ✵
t❡♠♣s ✭t✮
❋✐❣✉r❡ ✶✺ ✕ P❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉①
❛✈❡❝ fp✱ T = 10✱ σ = 1 ❡t Nniv = 2✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é q✉❡ ❧❡
❝❤♦✐① ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s T ❡t σ ♥✬❡st ♣❛s ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✉❝✉♥❡ ♣r♦♣r✐été
é✈✐❞❡♥t❡ ♥❡ s❡♠❜❧❡ s❡ ❞é❣❛❣❡r ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✶ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♠♦♥tré q✉✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ T ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❙✉r ❝❡
♣♦✐♥t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① s✬❛✈èr❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ✐♥❝♦♠❜❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✭t❡❧ q✉✬✉♥ ❛❞♠✐♥✐str❛t❡✉r rés❡❛✉✮ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❝❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❛✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ✢✉①✳
❈❡❝✐ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ✿ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♠♣❧✐✲
q✉❡r❛ ✉♥❡ ét✉❞❡ ✜♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞✉ ✢✉① ét✉❞✐é ❢❛❝✐❧✐t❡r❛
❝❡ ❝❤♦✐①✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉✳
◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ q✉✬✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s
♣r❡♠✐❡rs ♥✐✈❡❛✉① ✭♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s à ❝♦✉rt t❡r♠❡✮ ❡t ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ♣♦✉r ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✭♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥s à ❧♦♥❣ t❡r♠❡✮✳
❈❤♦✐① ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ❏✉st✐✜♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s ♣♦✉r
❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ♣❡♥t❡s✱ ♣✉✐s ❞✐s❝✉t♦♥s ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❡❝♦♥❞ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❡♥t❡
❡♥tr❡ P ❡t Pp ❧♦rsq✉❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ♥❡ r❡s♣❡❝t❡♥t ♣❛s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
❈❛❧❝✉❧s ❞❡ ♣❡♥t❡s ❡t ♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s ✿ ❞❛♥s ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♠❡t✲
tr❡ à ❥♦✉r ❧❛ ♣❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡st
r♦♠♣✉❡ ❡t ❛✈❡❝ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡st r♦♠♣✉❡✳
◆♦✉s ❛✉r✐♦♥s ♣✉ ❞é✜♥✐r ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❡t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❢❛✐r❡ ❝❡ ❝❤♦✐① ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❛❜♦✉t✐r à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✱ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡
❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✾✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜s❡r✈é ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s
✐♥✜♥✐ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❛♥t ❛✐♥s✐✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✉ ✈✉ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ré❛❧✐sé❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s ❛❞éq✉❛t✳
0
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xp = 100 xs = 270x = 0 x = 15
♥
♦♠
❜
r❡
❞
❡
♠
❡s
s❛
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t❡♠♣s ✭t✮
ρ = 0.006
ρ = 0.026
❋✐❣✉r❡ ✶✻ ✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❡♥t❡ ❡♥tr❡ P ❡t Pp✳
❙❡❝♦♥❞ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❡♥t❡ ✿ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ✻✲✼ ❡t ✶✸✲✶✹ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ♣❡t✐t❡
❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬✐❞é❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❡♥t❡ ♦♥ ✈ér✐✜❡
✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ rés❡❛✉
q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t P ✱ ❛②❛♥t r♦♠♣✉ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r Pp ✭❡t ♣❛s
✉♥✐q✉❡♠❡♥t P ♦✉ P ✮✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡ ♣♦✐♥t r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞é❜✉t ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ t❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s
❛rr✐✈é❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✱ ❢❛✐r❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t r❡s♣❡❝té❡s✳
❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ s❡ ♠♦♥tr❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡
♠❡ss❛❣❡s ♥✬❛rr✐✈❛♥t ♣❧✉s ❞✉r❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❧❛♣s ❞❡ t❡♠♣s ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✮✳ ■❧❧✉str♦♥s ❝❡
♣r✐♥❝✐♣❡ s✉r ❧❡ ✢✉① s✐♠♣❧❡ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✻✳ ▲❡s ♠❡ss❛❣❡s ❛rr✐✈❡♥t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡
t♦✉t❡s ❧❡s ✶✵ s✱ ❞✉r❛♥t ✶✵✵ s✳ ▲❡ ✢✉① ❡st ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s α0.066,10 ❡t
α0.066,1✱ ❞❡ss✐♥é❡s ❡♥ ✈✐♦❧❡t s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❆✉❝✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ♥❡ s❡ ♣rés❡♥t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❛t❡s ✶✵✵
❡t ✷✼✵ s✳ ▲❡ ♠❡ss❛❣❡ P6✱ ❛rr✐✈❛♥t ❡♥s✉✐t❡✱ r♦♠♣t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✿ Ps = (270, 6) ❡t
❧❛ ♣❡♥t❡ ρ = 6−0
x6−x0
= 0.026 ❡st ❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ▲❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s
♣❛r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ♣♦✐♥t✐❧❧é❡s ✈✐♦❧❡tt❡s✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ✜❣✉r❡✱ ✐❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ Ps ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t
♣❛s à ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣❡♥t❡ ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡ ❡♥tr❡ Pp = (100, 5) ❡t Ps ✿
ρ′ = 0.006✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ρ✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹
q✉✬❡✛❡❝t✉❡r ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣ér❡r ❛✐sé♠❡♥t ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞✉r❛♥t ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❛✉❝✉♥
♠❡ss❛❣❡ ♥✬❡st é♠✐s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳
❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❆✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r
❞❡s ✢✉① q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣♦rté❡s✳
✕ ❘é❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ✿ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st très ❝♦♥♥✉❡ ❡t ❞é✜♥✐t
✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡
ét✉❞❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r très ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣❡♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡
s✉r ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❝❛❧❝✉❧é✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣♦✉r
rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ✢✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s
♣❛s tr♦✉✈é ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣❛s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ✜①é ✐❧ ❡st ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥ q✉❡
❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s
❝❛rrés ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♣❡♥t❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ρ ❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✺✳ ❈❡❧❛ ❛ss✉r❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ♥✐✈❡❛✉✳
✕ ❈♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ✿ ✉♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦rré❧❡r ❧❡s ré✲
s✉❧t❛ts ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ✐♥❢ér✐❡✉rs ❡t s✉♣ér✐❡✉rs✳ ❆✐♥s✐✱ ❝♦♠♠❡ s❡✉❧ ✉♥ s♦✉s✲✢✉① ❡st
❝♦♥s✐❞éré✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣❛s✱ ❧❡s ♣❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s s❡r♦♥t ❞❡
♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ρ✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✺✱ ❢♦✉r♥✐r ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ❝❡s
♣❡♥t❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✐♥✐t✐❛❧ ❛ss✉r❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
✕ ▼é❧❛♥❣❡ ❞❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ s✉✣t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❝❡t ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✳
✷✳✹ ❘és✉❧t❛ts
▲❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣♦✉r
♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ✢✉①✱
❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st r❡❞é✜♥✐❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣rés❡♥t❡r
❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s t❡st♦♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r s✉r
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ✢✉① s✐♠✉❧é s✉❜✐ss❛♥t
✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r
❞❡s ✢✉① ❖❙P❋ é♠✉❧és✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❡♥t❡s ♣❡r♠❡t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❛✐sé❡
❞✬❡rr❡✉rs ❝❛❝❤é❡s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉①✳
❚♦✉t❡s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ✉t✐❧✐s❡♥t ✹ ♥✐✈❡❛✉① ❞✬❡①♣❡rt✐s❡ ❛✈❡❝ T = 10✱
à ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉✱ σ = 1 ♣♦✉r ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ✵ ❡t ✶ ❡t σ = 5 ♣♦✉r ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ✷ ❡t ✸✳
✷✳✹ ❘és✉❧t❛ts ✹✺
✷✳✹✳✶ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡
▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ré❛❧✐sé
❡♥ ❏❛✈❛✳ ■❧ s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ré❛❧✐s❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷
à ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❀ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❣èr❡ ❧✬❛✣❝❤❛❣❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts✳
▲✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ●❯■ ✭❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐s ●r❛♣❤✐❝ ❯s❡r ■♥t❡r❢❛❝❡✮ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✶✼✳ ❊❧❧❡ s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s✳ ▲❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❡st ❞❡ss✐♥é❡ ❡♥ ❤❛✉t à
❣❛✉❝❤❡✱ s❛ ❧é❣❡♥❞❡ ✜❣✉r❛♥t à s❛ ❞r♦✐t❡✳ ▲❡ ❜❛s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❡♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ ✉♥
✢✉① ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❧❡ ✢✉① ❛♥❛❧②sé✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
❋✐❣✉r❡ ✶✼ ✕ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳
▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ rés❡❛✉ s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s ❝❡r❝❧❡s ❝♦❧♦rés ❡t ét✐q✉❡tés✳ ❆✐♥s✐
❧❡ ✐✐è♠❡ é❧é♠❡♥t ❡st ét✐q✉❡té PEi✱ ♦ù PE s✐❣♥✐✜❡ é❧é♠❡♥t ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉ ✭P❛♥❡❧ ❊❧❡♠❡♥t
❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✳ ◗✉❛tr❡ ❝♦✉❧❡✉rs r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ét❛ts ❞❡s é❧é♠❡♥ts✳ ❈❡s ❝♦✉❧❡✉rs
❝❤❛♥❣❡♥t ❡♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✳
❯♥ r♦♥❞ ❜❧❡✉ ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥✲
♥é❡s ✭é❝❤❛♥❣❡s ❞❡ ▲❙❆s✮✳ ❈❡tt❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧é❣❡♥❞❡ ♣❛r ◆♦❞❡ ✐♥
r❡q✉❡st ❢♦r ❞❛t❛❜❛s❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❀
❯♥ r♦♥❞ r♦✉❣❡ ✐♥❢♦r♠❡ q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❡st t♦♠❜é ❡♥ ♣❛♥♥❡ ✭❋❛✐❧❡❞ ♥♦❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧é✲
❣❡♥❞❡✮ ❀
❯♥ r♦♥❞ ♥♦✐r r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ét❡✐♥t ✭P♦✇❡r ♦✛ ♥♦❞❡✮ ❀
❯♥ r♦♥❞ ✈❡rt ♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❡st ❞❛♥s s♦♥ ét❛t ♥♦r♠❛❧ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♦ù
✐❧ é❝❤❛♥❣❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❍❡❧❧♦ ✭❋✉❧❧ r✉♥♥✐♥❣ ♥♦❞❡✮✳
▲❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s tr❛✐ts ♣❧❡✐♥s r❡❧✐❛♥t ✉♥
é❧é♠❡♥t à ✉♥ ❛✉tr❡✳ ▲❡ ❜❛s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ r❡♣rés❡♥t❡ q✉❛tr❡ ❝♦✉r❜❡s ✿
▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❜❧❡✉❡ ❛✣❝❤❡ ❧❡ ✢✉① ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ét✉❞✐é ✭❛♣♣❡❧é ❖❜s❡r✈❡❞ ♥♦❞❡ ❞❛♥s ❧❛
❧é❣❡♥❞❡✮ ❀
▲❛ ❝♦✉r❜❡ r♦✉❣❡ ❛✣❝❤❡ ❧❡ ✢✉① ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ✢✉① ♥❡ ♣rés❡♥t❛♥t ♣❛s
❞✬❛♥♦♠❛❧✐❡ ✭❘❡❢❡r❡♥❝❡ ♥♦❞❡✮ ❀
▲❛ ❝♦✉r❜❡ ♠❛❣❡♥t❛ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷
✭❘❛t❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ▲❛②❡r ✵✮ ❀
▲❛ ❝♦✉r❜❡ t✉rq✉♦✐s❡ ❞❡ss✐♥❡ ❧❡s ♣❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ✸ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷
✭❘❛t❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ▲❛②❡r ✸✮✳
▲✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s ❞❡ ❝❡s ❝♦✉r❜❡s ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❡♥ s❡❝♦♥❞❡ ✭❚✐♠❡ ✭s✮ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✮✳
▲✬❛①❡ ❞❡s ♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧❡s ✢✉① ✭❝♦✉r❜❡s ❜❧❡✉ ❡t r♦✉❣❡✮ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡
q✉✐ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❛rr✐✈és✳ ■❧ ❡st r❡♣rés❡♥té à ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡t ❡st
✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ rés❡❛✉
ét✐q✉❡té ♣❛r ◆❜ r❡❝❡✐✈❡❞ ♠❡ss❛❣❡s✳ ▲✬❛①❡ ❞❡s ♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✭❝♦✉r❜❡s t✉rq✉♦✐s❡ ❡t ♠❛❣❡♥t❛✮ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳ ■❧ ❡st r❡♣rés❡♥té à ❞r♦✐t❡
❞✉ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡t ❡st ét✐q✉❡té ♣❛r ❈♦♠♣✉t❡❞ r❛t❡s✳
❈❡t ♦✉t✐❧✱ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♠✐❧❧✐❡rs ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦❞❡✱ rés✉❧t❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥
❛✈❡❝ ❇❡♥♦ît ❘♦♥♦t ❡t ❢✉t ✉t✐❧✐sé t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t
❧♦rs ❞❡ s❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛✉① ❖♣❡♥ ❉❛②s ❞✬❆❧❝❛t❡❧✲▲✉❝❡♥t ❇❡❧❧✲❧❛❜s ❡♥ ♠❛✐ ✷✵✶✷✳
✷✳✹✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
➱t✉❞✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ à ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① s✉r ✉♥ ✢✉①
tr❛♥s♠❡tt❛♥t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❧❡♥t❡♠❡♥t✳ ❈❡❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t s✉❜✐ss❛♥t ✉♥❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✱ ❞❡✈❡♥❛♥t ❞❡ ❢❛✐t ✐♥❝❛♣❛❜❧❡
❞✬❡♥✈♦②❡r ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s à ❧❛ ❝❛❞❡♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✽ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ✭fℓ✮ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❛rr✐✈❛♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❧❡♥t❡♠❡♥t✳
❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❝♦✉r❛♥t ♥✬❡st ❞ét❡❝té ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t q✉✬à ♣❛rt✐r
❞✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧❡ t❡♠♣s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛rr✐✈é❡s ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡
♣❛r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❝♦♥❝❡r♥é✳ ❈❡tt❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡st tr♦♣ t❛r❞✐✈❡ ❝❛r ❧❛ s✉r❝❤❛r❣❡ r✐sq✉❡ ❞✬êtr❡
❞é❥à tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r q✉✬✉♥❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♣✉✐ss❡ ❛✈♦✐r ❧✐❡✉ ❛✈❛♥t ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡
❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥
♣r♦❣r❡ss✐✈❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✽ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❛rr✐✈é❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❞✬✉♥ t❡❧ ✢✉①✱ fℓ✱ ❞✉r❛♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ❥♦✉r♥é❡ ✭✷✶ ❤❡✉r❡s✮✳ ▲❡ ✢✉① ❡st s✐♠✉❧é ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❡♥tr❡ ❞❡✉①
❛rr✐✈é❡s s♦✐t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❛✉❣♠❡♥té✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧✬✐♥✲
t❡r✈❛❧❧❡ ❬✶✳✻✱ ✷✳✹❪ ♣✉✐s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❥✉sq✉✬à êtr❡ ❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s ❬✶✻✱ ✷✹❪✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✱ ❧❡
t❡♠♣s ❞✬✐♥t❡r✲❛rr✐✈é❡s ❡st ét❛❜❧✐ ♣❛r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✭s✉r
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❝♦✉r❛♥t✮ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r s✐♠✉❧❡r ❞❡s ♣❡t✐t❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉❡s à ❧❛ ✈✐❡ ❝♦✉r❛♥t❡
❞✉ rés❡❛✉✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✾ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ❧❡ ✢✉① ét✉❞✐é✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ♣❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s q✉✐ ❝❛❝❤❡♥t
❧é❣èr❡♠❡♥t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✵ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✸ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡st très
✐♥tér❡ss❛♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t s✉♣♣r✐♠❡r t♦✉t❡s ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉❡s
à ❧❛ ✈✐❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❡t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡✈✐❡♥t
✢❛❣r❛♥t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❞❛t❡s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡s t❡♠♣s ❞✬✐♥t❡r✲
❛rr✐✈é❡s s♦♥t é✈✐❞❡♥ts ❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣ér✐♦❞❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ♣❡♥t❡✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✾ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ s✉r ❧❡ ✢✉①
fℓ ❞♦♥t ❧❡s ❛rr✐✈é❡s s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❧❡♥t❡s✳
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♣
❡♥
t❡
s
t❡♠♣s ✭t✮
❋✐❣✉r❡ ✷✵ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✸ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ s✉r ❧❡ ✢✉①
fℓ ❞♦♥t ❧❡s ❛rr✐✈é❡s s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❧❡♥t❡s✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st très ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡s ❞é✈✐❛t✐♦♥s
❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞✬✉♥ ✢✉①✱ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉✬✉♥ ❜r✉✐t ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ♣rés❡♥t✳
✷✳✹✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❖❙P❋
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ à ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① s✉r ❞❡s ✢✉①
é♠✉❧és ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❖❙P❋ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❞❡ ✶✼ r♦✉t❡✉rs✱
❞❡s ❣r❛♥❞❡s ✈✐❧❧❡s ❛❧❧❡♠❛♥❞❡s✳ ❈❡ rés❡❛✉ ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✱ ♣❛❣❡ ✶✾✳
◆♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs s❝❡♥❛r✐✐ ❞é✜♥✐s s✉r ❝❡ rés❡❛✉✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧✬ét✉❞❡
❞✬✉♥ rés❡❛✉ ♥♦r♠❛❧ ❡t st❛❜❧❡ ❞♦té ❞✬✉♥ tr❛✜❝ ❖❙P❋ ✢✉✐❞❡✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ♥♦✉s s❡r✈✐r❛ ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛♥❛❧②s❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ❆❧♦rs✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❧✐❝✐❡✉①
❞✬✉♥ r♦✉t❡✉r t♦♠❜❛♥t ❡♥ ♣❛♥♥❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡
❞✉ rés❡❛✉ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s r♦✉t❡✉rs s✬❛❥♦✉t❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t✱ ❡♥tr❛✐♥❛♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❖❙P❋✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s❝é♥❛r✐♦✱ ♥♦✉s s✉r✈❡✐❧❧♦♥s t♦✉s ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❝✐r❝✉❧❛♥t ❞❛♥s
❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❞✬❡ss❛✐ ❡t ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣r♦✉✈❡♥t ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❡①♣♦sé❡✳ ▲❡s ✢✉① ❧❡s ♣❧✉s ré✈é❧❛t❡✉rs s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s s✉✐✈❛♥ts✳
❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❧❡s ✜❣✉r❡s ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♥✲
tr♦❞✉✐s❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❣❧✐ss❛♥t❡ ✿ ▼❆▼ ✭▼♦✈✐♥❣
❆✈❡r❛❣❡ ▼❡t❤♦❞✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ st❛t✐st✐q✉❡ s✉r ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳
✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ rés❡❛✉
❙♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❝♦♥s✐st❡ à s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ✢✉❝t✉❛✲
t✐♦♥s tr❛♥s✐t♦✐r❡s ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ♦❜s❡r✈é❡✳
❯♥❡ ❢♦✐s ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ s❝❡♥❛r✐♦ ♥♦r♠❛❧ ❛❝❤❡✈é❡ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s
rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s à ❝❡✉① r❡♥❞✉s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❆▼✳
❚r❛✜❝ ✢✉✐❞❡
❋✐❣✉r❡ ✷✶ ✕ ❋❧✉① f (1)11→8 ♣❡♥❞❛♥t 8000 s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞ét❛✐❧❧é❡
✭❡♥tr❡ 1500 ❡t 2500 s✮ ❡♥ ❜❛s à ❞r♦✐t❡✳
➱t✉❞✐♦♥s ✉♥ ✢✉① ❖❙P❋ ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ♥❡ ♣rés❡♥t❛♥t ♣❛s ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ▲❡ ✢♦t
ét✉❞✐é ✭f (1)11→8✮ ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s tr❛♥s♠✐s ♣❛r R11 à R8✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✶
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❛rr✐✈é❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❞❡ ❝❡ ✢✉① ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥st❛♥ts ✵ ❡t ✽✵✵✵ s✳ ▲✬❡♥❝❛❞ré ❡♥
❜❛s à ❞r♦✐t❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❛❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ❛rr✐✈é❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✱ ❞✉r❛♥t ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s
❞✬✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡✱ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥st❛♥ts ✶✺✵✵ s ❡t ✷✺✵✵ s✳ ➚ ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡ ❧❡ ✢✉① s❡♠❜❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡✲
♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉① ❛rr✐✈é❡s ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❍❡❧❧♦ t♦✉t❡s ❧❡s ✶✵ s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ✭♣ér✐♦❞❡ ❞ét❛✐❧❧é❡✮ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥st❛♥ts ✶✾✵✵ ❡t ✷✷✺✵ s✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✉r❛♥t ❝❡ ❧❛♣s ❞❡
t❡♠♣s ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s s✬✐♥t❡♥s✐✜❡✳ ❈❡ ♠♦t✐❢ s❡ r❡♣èr❡ ❛✉ss✐ très ❧é❣èr❡♠❡♥t s✉r ❧❡
✢✉① t♦t❛❧✳ ❈❡❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❣râ❝❡ ❛✉① ♠❡s✲
s❛❣❡s ▲❙❆s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❝❡s ❞❡✉① t❡♥❞❛♥❝❡s ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳
▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥ tr❛✐t ❝♦♥t✐♥✉ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✷ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s
♣❛r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ❧❡ ✢✉① f (1)11→8✳ ❈❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ❛✣❝❤❡ très ♥❡tt❡♠❡♥t
✉♥ s❝❤é♠❛ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♣❡♥t❡s ❡①♣♦s❡♥t ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✿
✕ ❝❛s st❛❜❧❡ ✿ ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ tr♦✐s ♣❡♥t❡s ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❞✉r❛♥t ✶✺✵✵ s✳ ▲❡✉rs ✈❛❧❡✉rs
s♦♥t très ❢❛✐❜❧❡s✱ ♥❡ ❞é♣❛ss❛♥t ♣❛s ✶ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛r s❡❝♦♥❞❡ ❀
✕ ❝❛s ♣❡rt✉r❜é ✿ ❞✉r❛♥t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✹✵✵ s✱ ❡♥✈✐r♦♥ ✹ ♣❡♥t❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s✳ ❊❧❧❡s
s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s é❧❡✈é❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s st❛❜❧❡ ❡t ✈❛r✐❡♥t ❡♥tr❡ ✵✳✺ ❡t
✶✵✵✵ ♠❡ss❛❣❡s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✸ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡♥ tr❛✐t
♣❧❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✸✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉①
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ✸ ♦✛r❡ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r ét❛♥t
❞♦♥♥é q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ ♣❡♥t❡ ✉♥✐q✉❡✱ ré❢ér❡♥ç❛♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡
♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡✳ ▲♦rsq✉❡ s❡✉❧s ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❍❡❧❧♦ s♦♥t
tr❛♥s♠✐s ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞é✜♥✐❡ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✵✳✶✶✳ P✉✐s✱ ❧♦rsq✉❡ ❍❡❧❧♦ ❡t ▲❙❆s
✷✳✹ ❘és✉❧t❛ts ✹✾
✵✳✵✵✶
✵✳✵✶
✵✳✶
✶
✶✵
✶✵✵
✶✵✵✵
✵ ✶✵✵✵ ✷✵✵✵ ✸✵✵✵ ✹✵✵✵ ✺✵✵✵ ✻✵✵✵ ✼✵✵✵ ✽✵✵✵
t❡♠♣s ✭t✮
♣❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷
♣❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ▼❆▼ ❛✈❡❝ NMAM = 2
❋✐❣✉r❡ ✷✷ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❆▼
❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ NMAM = 2✱ s✉r ❧❡ ✢✉① f
(1)
11→8 ❧♦rs ❞✬✉♥ tr❛✜❝ ✢✉✐❞❡✳
s♦♥t tr❛♥s♠✐s ❧❡ t❛✉① ❞✬❛rr✐✈é ♠♦②❡♥ ♣❛ss❡ à ✵✳✶✹✳ ❯♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡
♣❡r♠❡t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❡♥t❡ ❞é✜♥✐❡ ❞✉r❛♥t q✉❡❧q✉❡s s❡❝♦♥❞❡s ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❛s
st❛❜❧❡ ❡t ❧❡ ❝❛s ♣❡rt✉r❜é✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳
❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r ❧❛ ❧é❣èr❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♣❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡t ❧❡ r❡st❡
❞❡ ❧✬ét✉❞❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ♥♦r♠❛❧ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ♠❡t ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❛tt❡♥❞✉s ❞✬❛♣rès
❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❖❙P❋ ✿ ❧❡ ♠❛✐♥t✐❡♥ ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❡♥tr❡ r♦✉t❡✉rs
♣❛r ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❍❡❧❧♦✱ ❡t ❧❡ r❛❢r❛î❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ rés❡❛✉
♣❛r ❧✬❡♥✈♦✐ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ▲❙❆s ✭❡t ❍❡❧❧♦✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❝❤❛q✉❡
t❡♥❞❛♥❝❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣❡♥t❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ t❛✉① ❞✬❛rr✐✈é ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡✳ ❈❡❝✐
❡st très ✐♥tér❡ss❛♥t ❝❛r ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ rés❡❛✉ ♣♦✉rr❛ ❛✐♥s✐ êtr❡
très ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳
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t❡♠♣s ✭t✮
♣❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷
♣❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ▼❆▼ ❛✈❡❝ NMAM = 100
❋✐❣✉r❡ ✷✸ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✸ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❆▼
❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ NMAM = 100✱ s✉r ❧❡ ✢✉① f
(1)
11→8 ❧♦rs ❞✬✉♥ tr❛✜❝ ✢✉✐❞❡✳
❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❣❧✐ss❛♥t❡
❈♦♠♣❛r♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❣❧✐ss❛♥t❡ ▼❆▼✳
❙♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♥❛❧②s❡r ✉♥ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✜♥ ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥✲
st❛♥t❛♥é❡s ❡t ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t à ❧♦♥❣ t❡r♠❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡✱
NMAM ✱ q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡
♠♦②❡♥♥❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ▼❆▼ à ❝❡✉① ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧❡
✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ rés❡❛✉
♥✐è♠❡ é❧é♠❡♥t ét✉❞✐é ❡st 1
xn−xn−1
✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❡♥tr❡
❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s P(n−1) ❡t Pn✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ▼❆▼ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡ ✢✉① ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s
❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ NMAM ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡✉① ❞❡s ♥✐✈❡❛✉①
✵ ❡t ✸✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭tr❛❝é ♣❧❡✐♥✮ ❡t ❝❡✉①
❞❡ ▼❆▼ ❛✈❡❝ NMAM = 2 ✭tr❛❝é ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧é✮✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t très
♣r♦❝❤❡s✱ s✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥t✐❧❧és s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉s ❛✈❡❝ ❧❡ tr❛✐t ♣❧❡✐♥✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✸
✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✸ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭tr❛❝é ♣❧❡✐♥✮ ❡t ❝❡✉① ❞❡ ▼❆▼
❛✈❡❝ NMAM = 100 ✭tr❛❝é ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧é✮✳ ■❝✐✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t très ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❡ ♣♦✐♥t
❝♦♠♠✉♥ ❡♥tr❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❡st q✉✬✐❧s ❞é❝r✐✈❡♥t t♦✉s ❞❡✉①✱ ❞❡✉① ♠ê♠❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ▼❆▼ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ▲❙❆s s♦♥t é♠✐s✱ ❧❡
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ▼❆▼ ❞✉r❡ tr♦♣ ❧♦♥❣t❡♠♣s ✭❡♥✈✐r♦♥ ✶✵✵✵ s✮
❡t✱ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♣❛s ✈❡rs ❧❡ t❛✉① ♠♦②❡♥ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❧❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s❡♠❜❧❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬é♠✐ss✐♦♥
❞❡s ▲❙❆s ❡st ♣❧✉s ❧♦♥❣ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❍❡❧❧♦ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s
❧❡ ❝❛s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦✉r♥✐t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❧✉s s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t ✿ s❡✉❧s
❧❡s ❞❛t❡s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts✱ ❡t ❧❡s ♣❡♥t❡s ❛ss♦❝✐é❡s s♦♥t ❝♦♠♠✉♥✐q✉é❡s✱
❛❧♦rs q✉❡ ▼❆▼ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r à ❝❤❛q✉❡ ❛rr✐✈é❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❈❡❝✐ ♣r♦✉✈❡ ❧✬✐♥térêt
❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❡t s❛ ❝♦♥❝✐s✐♦♥ q✉❛♥t
❛✉① ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s tr❛♥s♠✐s❡s ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ❞❡s ✢✉① ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥
❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉s r❡str❡✐♥t✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ▼❆▼ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ NMAM ✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❡♥ ❛✈♦♥s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞✐s❝✉té ❞❛♥s ❧❡
♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✸✳✺✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
❉✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❣❧✐ss❛♥t❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
❣❧✐ss❛♥t❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ♥❡ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ♣❛s ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✳
P❛♥♥❡ ré❝✉rr❡♥t❡ ❞✬✉♥ r♦✉t❡✉r
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❋✐❣✉r❡ ✷✹ ✕ ❋❧✉① f (2)8→11 ♣❡♥❞❛♥t 4000 s❡❝♦♥❞❡s✳
Prés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ✢✉① ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❖❙P❋ ♦ù ❧❡ r♦✉t❡✉r R8 t♦♠❜❡
❡♥ ♣❛♥♥❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✻ ♠✐♥✉t❡s✱ ❞✉r❛♥t ✸ ♠✐♥✉t❡s✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ❛ss✐♠✐❧é à ✉♥ ❞é❢❛✉t
❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦rç❛♥t ❧❡ r♦✉t❡✉r à r❡❞é♠❛rr❡r ❢réq✉❡♠♠❡♥t✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ✢✉①
f
(2)
8→11 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♠❡ss❛❣❡s ❡♥✈♦②és ♣❛r R8 à R11✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✹ r❡♣rés❡♥t❡ ❝❡ ✢✉①
❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥st❛♥ts ✵ ❡t ✹✵✵✵ s✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❛r✲
r✐✈❡♥t ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t✳ ❈❡❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❛rr✐✈é❡s ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❍❡❧❧♦✳ ❊♥s✉✐t❡✱ à ❧❛ ❞❛t❡
✸✶✵ s ❡t ♣❡♥❞❛♥t ✶✽✵ s ♣❧✉s ❛✉❝✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ♥✬❛rr✐✈❡✳ ❈❡❝✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ t❡♠♣s
✷✳✹ ❘és✉❧t❛ts ✺✶
❞✉r❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ r♦✉t❡✉r R8 ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s ❡♥✈♦②❡r ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❝❛r ✐❧ r❡❞é♠❛rr❡✳ ❆♣rès
q✉♦✐✱ à ❧✬✐♥st❛♥t ✺✵✵ s✱ ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s r❡❝♦♠♠❡♥❝❡✳ ▲❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❛rr✐✈é❡✱
t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♣❧✉s ✐♥t❡♥s❡✱ r❡♣r❡♥❞ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ r②t❤♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❈❡s s♦✉❞❛✐♥❡s ❛rr✐✈é❡s
❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❡♥✈♦✐s ❞❡ ▲❙❆s✳ ▲❡ r♦✉t❡✉r R8 ét❛♥t t♦♠❜é ❡♥ ♣❛♥♥❡✱ ❞ès
q✉✬✐❧ ❡st à ♥♦✉✈❡❛✉ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧✱ ✐❧ ✐♥st❛✉r❡ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ r❛❢r❛î❝❤✐ss❡♠❡♥t ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥✲
♥❛îtr❡ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts é✈❡♥t✉❡❧s ❞✉ rés❡❛✉✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s ❍❡❧❧♦ s♦♥t é❝❤❛♥❣és ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t
❥✉sq✉✬à ❧❛ ♣❛♥♥❡ s✉✐✈❛♥t❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✺ ✕ P❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ❧❡ ✢✉① f (2)8→11✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ s♦♥t r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✺✳ ▲❛
♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s✱ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❛✣❝❤❡♥t ❧❛ ♣❡♥t❡ ρ = 0.1✳ ❊❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥
❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❍❡❧❧♦✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ R8 r❡❞é♠❛rr❡✱ ✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❡♥t❡s très
é❧❡✈é❡s ❡st ♦❜t❡♥✉✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs s✬é❝❤❡❧♦♥♥❡♥t ❡♥tr❡ ✶✵ ❡t ✹✵✵ ♠❡ss❛❣❡s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✱ ❛✈❡❝
✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✸✵✳ ❆✈❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♣❡♥t❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞✬✉♥❡ ♣❡♥t❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡✱ ♦s❝✐❧❧❛♥t ❡♥tr❡ ✵✳✵✹ ❡t ✵✳✵✵✶✳ ❊❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ t❡♠♣s
❞✉r❛♥t ❧❡q✉❡❧ ❛✉❝✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ♥✬❡st r❡ç✉ ✭✈♦✐r ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✧❈❤♦✐① ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✧
❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✸✳✺✮✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✻ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ✸ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▲❡s
♣❡♥t❡s ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ♣❧✉s ❧✐ss❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✵✳ ■❝✐✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♥❡ ❞é♣❛ss❡♥t ♣❛s ✶
♠❡ss❛❣❡ ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✱ ❝♦♥tr❡ ✹✵✵ ♣♦✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ✵✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
♣❡♥t❡ ❜r✉sq✉❡ ❡st ré❞✉✐t✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ✸ ♥✬❛♣♣♦rt❡ ♣❛s
❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦❜s❡r✈é✳ ❈❡ ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❧✐♠✐t❛♥t
❝❛r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ❢♦✉r♥✐t à ❧✉✐ s❡✉❧ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✻ ✕ P❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✸ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ❧❡ ✢✉① f (2)8→11✳
✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ rés❡❛✉
P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❖❙P❋
❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s ❞✬ét✉❞❡✱ ❧❡s ♥÷✉❞s ❞é♠❛rr❡♥t ❧❡s ✉♥s ❛♣rès ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ❯♥ ♥÷✉❞
❡st ❧❛♥❝é ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥÷✉❞ ❝♦✉r❛♥t ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ▲✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é♠❛rr❛❣❡ ❡st
❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ R1, R10, R11, . . . , R17, R2, . . . R9✱ ♦ù ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❡s
♥♦♠s ❞❡s r♦✉t❡✉rs ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡st
ré❛❧✐sé❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧♦rsq✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs r♦✉t❡✉rs
❞♦✐✈❡♥t ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ à ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts s✐♠✉❧t❛♥és✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✲
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✵
✷✵
✹✵
✻✵
✽✵
✶✵✵
✶✷✵
✶✹✵
✶✻✵
✵ ✷✵✵ ✹✵✵ ✻✵✵ ✽✵✵ ✶✵✵✵ ✶✷✵✵ ✶✹✵✵ ✶✻✵✵
♥♦
♠
❜r
❡
❞❡
♠
❡s
s❛
❣❡
s
❛r
r✐
✈é
s
t❡♠♣s ✭t✮
rrr
rrr
rrr
r rr
rrr
rr
rr
rr
rrr
rrr
rrr
rrr
rrr
rrr
rrr
rrr
rrr
rrr
rrr
rrr
rrr
rrr
rrr
rrr
rrr
rr
rrr
rrr
rrr
rrr
rrr
rrr
rrr
rrr
rrr
rrr
rrr
rrr
r rr
rrr
rrr
rrr
rrr
rrr
rrr
rrr
rrr
rrr
rrr
rrr
❋✐❣✉r❡ ✷✼ ✕ ❋❧✉① f (3)11→8 ♣❡♥❞❛♥t 1600 s❡❝♦♥❞❡s✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✼ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✢✉① ✭f (3)11→8✮ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❖❙P❋ ❡♥✈♦②és ❛✉ r♦✉t❡✉r R8 ♣❛r
R11 ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥st❛♥t ✵ ❡t ✶✻✵✵ s✳ ❊♥tr❡ ❧❡s ❞❛t❡s ✸✵ ❡t ✶✵✵ s✱ R11 ❡♥✈♦✐❡
ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❍❡❧❧♦ ✈❡rs R8✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ R8 ♥✬❛②❛♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❞é♠❛rré✱
✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ré♣♦♥❞r❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡♥tr❡ ✶✵✵ ❡t ✶✹✵ s✱ R11 ré❞✉✐t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❡♥✈♦✐
❞❡s ❍❡❧❧♦ ❡t ✜♥✐t ♣❛r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❝❡ss❡r ❧❡s ❡♥✈♦✐s✳ ➚ ❧✬✐♥st❛♥t ✶✾✵ s✱ R8 ❞é♠❛rr❡ ❡t
ét❛❜❧✐t ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❛✈❡❝ R11 ♣❛r ❧✬❡♥✈♦✐ ❞✬✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❍❡❧❧♦ ✭❡♥tr❡ ✶✾✵ ❡t ✷✸✵ s✮✳
❆❧♦rs✱ ❝❡s ❞❡✉① r♦✉t❡✉rs ♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡✉rs ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ rés❡❛✉ ✭❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✮ ♣❛r
❞❡s é❝❤❛♥❣❡s ❞❡ ▲❙❆s✳ ❈❡❝✐ ❡st ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t r❡❝♦♥♥❛✐ss❛❜❧❡ ♣❛r ❧✬❛rr✐✈é❡ s♦✉❞❛✐♥❡ ❞❡
♠❡ss❛❣❡s ❡♥tr❡ ✷✸✵ ❡t ✷✼✶ s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s ❍❡❧❧♦ s♦♥t ❡♥✈♦②és ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t✳ ❉✉r❛♥t ❝❡tt❡
♣ér✐♦❞❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❡ss❛❣❡s ✿ ❛✉① ✐♥st❛♥ts ✷✽✺✱ ✸✸✺✱ ✹✹✺ s✳ ❈❡s
❞é✜❝✐ts s♦♥t ❞✉s à ❧❛ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞✉ r♦✉t❡✉r R8 q✉✐ é❝❤❛♥❣❡ s❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ ❛✈❡❝ ❧❡s
r♦✉t❡✉rs ❛rr✐✈❛♥ts✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✶✷✵✵ ❡t
✶✸✵✵ s✳ ❊❧❧❡ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ R8 ♥❡ ré♣♦♥❞ ♣❧✉s ❛✉① ♠❡ss❛❣❡s ❞❡ R11 ❝❛r ✐❧ ❡st
♦❝❝✉♣é à s❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❡r ❛✈❡❝ R9✱ q✉✐ ✈✐❡♥t ❞✬❛rr✐✈❡r✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ R9 ❡t R8 s♦♥t
❛ss❡③ é❧♦✐❣♥és ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✱ ❝❡tt❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s❡ ♣r♦❞✉✐t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧♦♥❣t❡♠♣s ❛♣rès
❧❡ ❞é♠❛rr❛❣❡ ❞❡ R8✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ s✉r ❧❡ ✢✉① f (3)11→8 s♦♥t r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✷✽✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s ♣ré❝é❞❡♠✲
♠❡♥t ✿ ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡s ❡♥✈♦✐s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❞❡ R11 ✈❡rs R8 ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥st❛♥ts ✵ ❡t ✹✺✵ s ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬✐♥t❡♥s❡ ❛❝t✐✈✐té ❞✉ r♦✉t❡✉r R8 ❡♥tr❡ ✶✷✵✵ ❡t ✶✸✵✵ s✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✾ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✶ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❊❧❧❡ ♠♦♥✲
tr❡ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ✢❛❣r❛♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♣ré❝é❞❡♥t ❝❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ré✐téré❡
❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❡str❡✐♥t ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳ ▲❡s ❞❡✉① ✐♥st❛♥ts ❛✉①
♣❡♥t❡s ❡①trê♠❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡s ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ♣❡rt❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✱ ❡t ❧❛ ♣❡♥t❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣
♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♠❡t ❡♥ ❛✈❛♥t ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ▲❙❆ ❡♥tr❡ R11 ❡t R8✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✾ ✕ P❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✶ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ❧❡ ✢✉① f (3)11→8✳
❈♦♠♣❧é♠❡♥t s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦✉✈é s♦♥ ✉t✐❧✐té ❡t s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✉
rés❡❛✉ ❞❡ té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❧❡♠❛♥❞ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s ❞✬❆❧❝❛t❡❧✲▲✉❝❡♥t ❇❡❧❧✲❧❛❜s✳
❉❛♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❖❙P❋✱ ❧✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ❞❡s ▲❙❆s ♥✬❡st ♣❛s ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥tr❡ t♦✉s ❧❡s r♦✉t❡✉rs
♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞✉ rés❡❛✉✳ ▲♦rs ❞✬✉♥
♣r❡♠✐❡r t❡st ❞✉ rés❡❛✉ ❛❧❧❡♠❛♥❞ s✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✸✮
♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s r❛♣✐❞❡♠❡♥t r❡♥❞✉ ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✢✉① ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡♥tr❡ r♦✉t❡✉rs✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛♣❡rç✉ q✉❡ ❧❡s
r♦✉t❡✉rs é❝❤❛♥❣❡❛♥t ❞❡s ▲❙❆s ♥❡ ❞é❝r✐✈❛✐❡♥t ♣❛s ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t✳ ❈❡❝✐ ♣r♦✉✈❡ ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡
st❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ✉♥ ✢✉① ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ♦❜s❡r✈é q✉✐ r❡❞é✜♥✐ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❛rr✐✈é❡s ✈❛r✐❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣ré✈❡♥t✐✈❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞❡
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡t ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♣r♦❛❝t✐✈✐té ❞❡s rés❡❛✉①✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♣❛r❛♠étr❛❣❡ très s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ r❡♥❞
❢❛❝✐❧❡ à ✉t✐❧✐s❡r✳
P❛r ✉♥❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r✐sq✉❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❡r ❡♥tr❡
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✢✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s
✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ rés❡❛✉
♠❡ss❛❣❡s à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛❧♦rs ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ✢✉① éq✉✐❧✐❜rés ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❛ss✉ré❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐❧❧✉stré ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♥♦♠❛✲
❧✐❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣♦✉✈❛♥t ♠❡ttr❡ ❡♥ ❞❛♥❣❡r ❧❛ s❛♥té ❞✉ rés❡❛✉✳ ❈❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♥❡ s♦♥t à
❝❡ ❥♦✉r ♣❛s ❞ét❡❝tés ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛❝t✉❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ♣r♦✉✈é
q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ st❛❜✐❧✐tés ♣❡r♠❡t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✳
▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ✢✉① ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥s✐sté s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉
♣r♦t♦❝♦❧❡ ❖❙P❋✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♥❡ ❢❛✐t ❛✉❝✉♥❡ s✉♣♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❛
❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞♦✐✈❡♥t ❛rr✐✈❡r✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❞❡s t②♣❡s ❞❡
✢✉① très ✈❛r✐és✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥✈✐s❛❣❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ à ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ sé❝✉r✐té✳ ❉❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ st❛❜✐❧✐sé✱ ❧❡s ❛tt❛q✉❡s s❡r❛✐❡♥t ✐❞❡♥t✐✜é❡s ♣❛r ❧❡s
❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ❞❡s ❛rr✐✈é❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛✉ss✐ ❡♥✈✐s❛❣❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ s✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞♦♠✐❝✐❧❡s ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❛ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡s ♣❡rs♦♥♥❡s â❣é❡s✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❛r♠❡s✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s
q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s
❝♦rré❧❛t✐♦♥s✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❛②❛♥t ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ très ❧é❣èr❡ ❡t ❛❞❛♣t❛❜❧❡ à ♥✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧❧❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✐❧ ♣❛r❛ît ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♥❡ ♣rés❡♥t❡♥t ♣❛s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞✉
rés❡❛✉ ❛✉ss✐ ♣ré❝✐s❡ q✉❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ré❛❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✉ s②stè♠❡✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✸
❉ét❡❝t✐♦♥ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ♠❛❥❡✉rs ♣❛r
❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❛r♠❡s r❛r❡s
❙♦♠♠❛✐r❡
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✸✳✸✳✸ ➱t✉❞❡ ❞✬✉♥ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t ❞❡ rés❡❛✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
✸✳✸✳✹ ➱t✉❞❡ ❞✬✉♥ s❡❝♦♥❞ é❧é♠❡♥t ❞❡ rés❡❛✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
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▲❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ rés✉❧t❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❡✛❡❝t✉és ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥
❛✈❡❝ ❆♥♥❡ ❇♦✉✐❧❧❛r❞ ❡t ❇❡♥♦ît ❘♦♥♦t✳ ■❧ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬✽✾❪ ♣rés❡♥té ❧♦rs ❞❡ ❧❛
❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❈◆❙▼✬✶✸ ❡♥ ✷✵✶✸✳ ▲❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❬✽✽❪ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❧♦♥❣✉❡
❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❡t ❞❡ rés✉❧t❛ts✳
✺✺
✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ♠❛❥❡✉rs ♣❛r ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❛r♠❡s r❛r❡s
◆♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡
▲❛ t❛❜❧❡ ✸✳✶ ❧✐st❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s♣é❝✐✜q✉❡s à ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
❙②♠❜♦❧❡s ❙✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥s
❆❧❛r♠❡s ❡t ✢✉①
A ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧❛r♠❡s
a, b, c, d, e, g ❉❡s ❛❧❛r♠❡s
A∗ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✉✐t❡s ✜♥✐❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ A
A+ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✉✐t❡s ✜♥✐❡s ♥♦♥✲✈✐❞❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ A
|f | ▲♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ✢✉① f
|f |a ◆♦♠❜r❡ ❞✬❛❧❛r♠❡s a ❞❛♥s f
f ❙✉♣♣♦rt ❞❡ f
❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s
M ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧❛r♠❡s ❢réq✉❡♥t❡s
θ ❙❡✉✐❧ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❛r♠❡s ❢réq✉❡♥t❡s
I ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧❛r♠❡s ❞✬✐♥térêt
ι1, . . . , ιℓ ▼♦t✐❢s ♣❡rt✐♥❡♥ts
se(f) ❙éq✉❡♥❝❡ ❡①tr❛✐t❡ ❞❡ f
ser(f) ❙éq✉❡♥❝❡ ❡①tr❛✐t❡ ❞❡ f ❡t ré❞✉✐t❡
P(I) ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ I
fex2 ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✢✉①
(Re1) ❡t (Re2) ❉❡✉① rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
Gdep = (Vdep, Edep, wdep) ●r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣♦♥❞éré
E1 ❡t E2 ❉❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ rés❡❛✉ ❛♥❛❧②sés
❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ▲✐st❡s ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳
✸✳✶ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✺✼
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❉❡✈❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞✉ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❞❡ rés❡❛✉✱ ❧❡s ❛❧❛r♠❡s ✭♠❡ss❛❣❡s
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ❢✉r❡♥t ❝réés ❛✜♥ ❞✬❛✐❞❡r ❧❡s ❡①♣❡rts à ❛♥❛❧②s❡r ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳ ❈❡s
♠❡ss❛❣❡s✱ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❡♥✈♦②és ❧♦rs ❞❡ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❝r✐t✐q✉❡s✱ ♥✬✐♥❢♦r♠❡♥t ❞é✲
s♦r♠❛✐s ♣❧✉s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ♠❡♥❛❝❡s ✭❬✸✷❪✮✳ ❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❧❡s rés❡❛✉① ♣♦✉✈❛♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ♠✐❧❧✐♦♥s ❞✬❛❧❛r♠❡s ♣❛r ❥♦✉r✱ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ♠❛♥✉❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛❜♦♥❞❛♥t❡ r❡ss♦✉r❝❡
♥✬❡st ♣❧✉s ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ✭❬✸✹❪✮ ré❛❧✐sé ♣❛r ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ❈♦♥tr♦❧ ❆rts
■♥❝✳ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t r❡❞♦♥❞❛♥t❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❢❛✉t❡ ✉♥✐q✉❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs s②♠♣tô♠❡s✱ s❡ ♣r♦♣❛❣❡r ♦✉ ♣❡r❞✉r❡r✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❛r♠❡s ❝♦♥s✐st❡ à r❡❣r♦✉♣❡r ❝❡❧❧❡s s❡ r❛♣♣♦rt❛♥t à
✉♥ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ st✐♣✉❧é ❝✐✲❞❡ss✉s✮ ❡t ❞❡
♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❝❡❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s ❢❛✉t❡s ♣r♦❜❛❜❧❡s q✉✐ ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❡♥tr❛î♥❡r ✉♥❡
✐♥st❛❜✐❧✐té ❞✉ rés❡❛✉✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssé❡s à ❝❡t ❡♥❥❡✉ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s
❛♥♥é❡s ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦sé❡s r❡st❡♥t ❧✐♠✐té❡s ♣♦✉r
❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r♦❛❝t✐✈❡s ❡t t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ▲❛ ❣❡st✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡t ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s ❛❧❛r♠❡s
❞❡♠❡✉r❡ ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ❞é✜✳
Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ▲✬✐❞é❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡
❢❛✐t q✉❡ ❧✬❡♥❝❤❛î♥❡♠❡♥t ❞❡s ❛❧❛r♠❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ✉♥❡ ❢❛✉t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞é❝r✐t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s
é✈è♥❡♠❡♥ts ❞❛♥❣❡r❡✉① ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉✳ ❆✐♥s✐✱ ❞ét❡❝t❡r ❝❡s séq✉❡♥❝❡s ♣❡r♠❡t
❞❡ ♣r❛t✐q✉❡r ✉♥❡ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡
❝♦♥str✉✐s❛♥t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❧❛r♠❡s✳ ●râ❝❡ à ❝❡ ❣r❛♣❤❡✱
♥♦✉s ❡①tr❛②♦♥s ❞❡s séq✉❡♥❝❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s ♠❡♥❛♥t ❛✉① ❛❧❛r♠❡s ❧❡s ♣❧✉s r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s
❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r ❝r✐t✐q✉❡✳
◆♦✉s ❞é❜✉t♦♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s
❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❛r♠❡s✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❡st très r✐❝❤❡✳
P✉✐s✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❛❧②s❛♥t ✉♥ ✢✉①
❞✬❛❧❛r♠❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❧❡s s✐❣♥❛❧❡♠❡♥ts ♣❡✉ ❢réq✉❡♥ts ❡t ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❧❡s ❡①tr❛②❛♥t ❞✉ ✢✉① ❣❧♦❜❛❧ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❞✐ts ♠♦t✐❢s ♣❡rt✐♥❡♥ts✳
P❛r♠✐ ❝❡tt❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts✱ ♥♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❧❡s ❛❧❛r♠❡s r❛r❡s ✿ ❛❧❛r♠❡s très ♣❡✉
♣rés❡♥t❡s r✐sq✉❛♥t ❞❡ ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s ❢❛✉t❡s ❝r✐t✐q✉❡s✳ ❊♥✜♥✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
♦❜t❡♥✉❡s✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s s✉✐t❡s ❞✬❛❧❛r♠❡s ❝♦♥❞✉✐s❛♥t ❛✉①
❛❧❛r♠❡s r❛r❡s✳
❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡✳
◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬ét❛t ❞❡
s❛♥té ❣é♥ér❛❧ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❣râ❝❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♥♦✉s
❞✐❛❣♥♦st✐q✉♦♥s ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❛♥❣❡r❡✉① ❡t ❞ét❡r♠✐♥♦♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t
❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✳
✸✳✶ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt
❉❡♣✉✐s ✉♥❡ tr❡♥t❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡s✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❛✜♥ ❞✬é✲
t✉❞✐❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❛r♠❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ✉♥❡
✈✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s✳
▼ét❤♦❞❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❑❛③t❡❧❛ ❡t ❙❝❤✇❛rt③ ✭❬✹✵❪✮
♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❛r♠❡s✳ ❈❡tt❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉
✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ♠❛❥❡✉rs ♣❛r ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❛r♠❡s r❛r❡s
rés❡❛✉✳ ❯♥ ❧✐❡♥ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t E1 ✈❡rs ❧✬é❧é♠❡♥t E2 ♣♦♥❞éré ♣❛r p1,2 ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬✉♥❡ ♣❛♥♥❡
❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s E1 r❡s✉r❣✐t s✉r E2 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p1,2✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡✱
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❧❛r♠❡ ❡st ét❛❜❧✐ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦✉✈❛♥t
❛✈♦✐r ❣é♥éré ❝❡tt❡ ❛❧❛r♠❡✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ✉♥✐q✉❡
❬✶✽❪✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❡t ❝♦♠♣❛r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
❞✬❡rr❡✉rs ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉és à ❝❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ♥❡ ❝❛❞r❡ ♣❛s t♦✉t à ❢❛✐t ❛✈❡❝
♥♦s ♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣r♦❛❝t✐✈❡✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♣♦✉✈♦✐r
♦❜s❡r✈❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❛❥❡✉rs✳
▼ét❤♦❞❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❤✐ér❛r❝❤✐sé ❨❡♠✐♥✐ ❡t
❛❧✳ ❬✽✶❪ ❞é❝r✐✈❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❞❡ rés❡❛✉ ✭◆▼❙ ✿ ◆❡t✇♦r❦ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t
❙②t❡♠✮ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ❞✐str✐❜✉és✳ ■❧ ❡st ❛♣♣❡❧é ❉❊❈❙ ♣♦✉r
❉✐str✐❜✉t❡❞ ❊✈❡♥t ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❙②st❡♠✳ ❈❡tt❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ré❝✉rs✐✈❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❞♦✲
♠❛✐♥❡s✱ ♣♦✉✈❛♥t ❡✉①✲♠ê♠❡ ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥tr❡✲❡✉① ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥♠❛♥✲
❛❣❡✉r ❝❤❛r❣é ❞❡ s✉r✈❡✐❧❧❡r ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ rés❡❛✉✳ ▲❡s ❛♥❛❧②s❡s s♦♥t ❛❧♦rs ét❛❣é❡s ❛✜♥ ❞❡
♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❝♦♥séq✉❡♥t❡✳ ▲❡ ❉❊❈❙ ❝♦♠♣r❡♥❞ ✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts✱ ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❈❖❉❊❇❖❖❑✱ ❝♦♥str✉✐s❛♥t
✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝❛✉s❛❧✐té ♣r♦❜❧è♠❡s✲s②♠♣tô♠❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱
❧❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ❝♦♠♠✉♥s ❛✉① ❢❛✉t❡s s♦♥t s✉♣♣r✐♠és✳ ❈❡tt❡ ❛❝t✐♦♥ ❛✛❛✐❜❧✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢
❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛✐s ✐♥s✐❣♥✐✜❛♥t ♣♦✉r ✉♥ ❛✉tr❡✳ ❈❡❝✐ r❡♥❞ ❞♦♥❝ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s
❢❛✉t❡s ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s ♣❧✉s t❛r❞✱ ❈❤❛♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♥♦✉✲
✈❡❧❧❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❤✐ér❛r❝❤✐sé ❡t ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝❛✉s❛❧✐té é✈è♥❡♠❡♥ts✲❢❛✉t❡s✱ q✉✐ ❞és♦r♠❛✐s ❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳ ❙✉✐✈❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs
♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❛✜♥ ❞❡ ré♣❡rt♦r✐❡r ❧❡s ❛❧❛r♠❡s
❡♥tr❡ é✈è♥❡♠❡♥ts s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ❡t ♥♦♥✲s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢❛✉t❡✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ♠❛♥✲
❛❣❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❡t ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛♣♣❛r✉s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡s tr❛✈❛✉①
♥❡ tr❛♥s♠❡tt❡♥t q✉❡ ❧❡s ❢❛✉t❡s ❞✐❛❣♥♦st✐q✉é❡s ❝❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞❡s ♣❛♥♥❡s ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣r♦❛❝t✐✈❡✳
▼ét❤♦❞❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ s♣é❝✐✜q✉❡ P❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦✲
♣♦s❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛❥♦✉té❡s ❞❛♥s ❧❡ ◆▼❙✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❛❧♦rs ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r
❝❡rt❛✐♥s ❞❡ s❡s ❛s♣❡❝ts ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ✢♦t ❜r✉t ❞✬❛❧❛r♠❡s ♦❜s❡r✈é❡s ❡♥ tr❛♥s♠❡tt❛♥t
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✸✻❪ ❡t ❬✼✸❪ ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ❛r✲
❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✬❛❧❛r♠❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ét❛❜❧✐
✭▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❬✶✼❪✮✳ ❊❧❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❣r♦✉♣❛♥t ❧❡s ❛❧❛r♠❡s s②♠♣✲
t♦♠❛t✐q✉❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ■▼P❆❈❚✱ ♣rés❡♥té ♣❛r ❏❛❝♦❜s♦♥ ❡t
❲❡✐ss♠❛♥ ❞❛♥s ❬✸✻❪✱ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❛❣❡ ❛✜♥ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❛ ❝♦rré❧❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❛r♠❡s✳ ▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ◆♦rt❤❡r♥ ❚❡❧❡❝♦♠ ✭❬✼✸❪✮ ❛ été ✐♠♣❧❛♥té
❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❙♠❛❧❧t❛❧❦ ❡t ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❛✜♥ ❞❡ ♠❛✐♥✲
t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ rés❡❛✉ à ❥♦✉r ✭✐✳❡✳ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞ét❡❝t❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
s♣é❝✐✜q✉❡✮✳
❈❤②ss❧❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✸❪✱ q✉❛♥t à ❡✉①✱ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡♥t s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬❛❣❡♥ts ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥ts ❡t
✐♠♣❧é♠❡♥t❡♥t ✉♥ ❛❣❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❜❛sé s✉r ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ■◆❋❖❙❊❈✳ ❯♥❡ ❛❧❛r♠❡ ❡st
❣é♥éré❡ s✐ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❛❧❛r♠❡s ❛♣♣❛r✉❡s ✭❛ttr✐❜✉és s❡❧♦♥ ❧❡✉rs sé✈ér✐tés✮ ❡st
s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✉♥ s❡✉✐❧ ❞♦♥♥é✳
❉❛♥s ❬✶❪✱ ❆♠❛r❛❧ ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✐✈✐sé ❡♥ tr♦✐s ♥✐✈❡❛✉①✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ré❛❧✐s❡ ✉♥ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧✳ ■❧ ét✉❞✐❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❡t t❡♠♣♦r❡❧❧❡s
❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❧❛r♠❡s ❝♦♠♣❛❝t ❛♣♣❡❧é ❉▲❆ ✭❉❡✈✐❝❡ ▲❡✈❡❧ ❆❧❛r♠s✮✳ ▲❡
✸✳✶ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✺✾
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❡♥s✉✐t❡✳ ■❧ ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❞✉ rés❡❛✉ ❡t ✐❞❡♥t✐✜❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❧❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♥♦♠❛❧✐❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✉ ❣r❛♣❤❡
ét❛♥t ❛✛❡❝tés ♣❛r ❞❡s ❛♥♦♠❛❧✐❡s✳ ▲❡ tr❛✜❝ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t
❇▲●❇❆ ✭❇❛s❡❧✐♥❡ ❢♦r ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❬✽✷❪✮ q✉✐ ❣é♥èr❡ ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧ ❉❙◆❙ ✭❉✐❣✐t❛❧ ❙✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ ◆❡t✇♦r❦ ❙❡❣♠❡♥t ❬✻✵❪✮✳
❚♦✉t❡s ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t à ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s s♣é❝✐✜q✉❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡r♠❡t
♣❛s ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✳
▼ét❤♦❞❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✹❪
é✈❛❧✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❛❧❛r♠❡s✳ ❯♥❡ ❛❧❛r♠❡ ❡st ❞✐t❡ r❡❞♦♥❞❛♥t❡
❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛❧❛r♠❡ s✐ ❡❧❧❡ ❛♣♣❛r❛ît✱ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t✱ ♣❡✉ ❞❡ t❡♠♣s ❛♣rès ❧✬❛✉tr❡✳ ▲❡s
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡s ❛❧❛r♠❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❝❡♥tré❡s s✉r ❧❛ ❞❛t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❡t ❧❡s r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❞ét❡❝té❡s ❣râ❝❡ à ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ st❛♥❞❛r❞ ❡♥ ❛❧❣è❜r❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❛♣♣❡❧é ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t
♣❛s ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❛❧❛r♠❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❧❛r♠❡s r❡❞♦♥❞❛♥t❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t
✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳
▼ét❤♦❞❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ❢❛✉t✐❢s ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✜♥✐r ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞✬❛❧❛r♠❡s
❢réq✉❡♥ts✳ ❈✬❡st ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡s ét✉❞❡s ❬✶✾❪ ❡t ❬✷✼❪✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦❝é❞❡r à ✉♥❡
❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡ ✢✉① ❞✬❛❧❛r♠❡s ❛✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s séq✉❡♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦r✲
ré❧é❡s✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❛ss❡③ ♣♦♣✉❧❛✐r❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s t❡♠♣♦r❡❧s
❡st ❝♦ût❡✉s❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬✶✾❪ ❡st✱ ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❞❡
❝♦♠♣❧❡①✐té O(i5)✱ ♦ù i ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s✳ ❈❡❝✐ ❞❡♠❡✉r❡ tr♦♣ ❝♦♠♣❧❡①❡
♣♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦❛❝t✐✈❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s ét✉❞❡s s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡♥t s✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s ❢réq✉❡♥ts✱
❛❧♦rs q✉❡ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛❧❛r♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❡✉✳
▼ét❤♦❞❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ à ét❛t ✜♥✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡
❞❛♥s ❬✻✸❪ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞✬ét❛ts ✜♥✐❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ✭P❋❙▼ ✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❋✐♥✐t❡
❙t❛t❡ ▼❛❝❤✐♥❡✮ ❞é❝r✐✈❛♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛✜♥ ❞❡ ❝♦rré❧❡r ❧❡s ❛❧❛r♠❡s✳ P❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✉♥❡ P❋❙▼ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞✬❛❧❛r♠❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ ❡rr❡✉r ♣❛rt✐❝✲
✉❧✐èr❡✳ ▲❛ ❢❛✐❜❧❡ss❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢❛✉t❡s ♣♦ss✐❜❧❡s
❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥♥✉ à ❧✬❛✈❛♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ P❋❙▼ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢❛✉t❡ ❛✈❛♥t
q✉❡ ❧❡ ✢✉① s♦✐t ❛♥❛❧②sé✳ ❈❡❝✐ ❡st ❣ê♥❛♥t ❝❛r ❧❡s ❡rr❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t ♣r♦✈❡♥✐r ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ ♦ù
❡t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ❢❛✉t❡s ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r très ❧❛r❣❡✳
▼ét❤♦❞❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✹❪✱ ❇❡♥✈❡♥✐st❡
❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡♥✲❧✐❣♥❡ ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❛s②♥❝❤r♦♥❡s à é✈é♥❡✲
♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❞❡s ❞é♣❧✐❛❣❡s ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐✳ ❈❡s rés❡❛✉① r❡♣rés❡♥t❡♥t
❧❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ét❛ts ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞✬é✈è♥❡♠❡♥ts✳ ▲❡ ❞é✲
♣❧✐❛❣❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ r❡♥s❡✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s❝❡♥❛r✐✐ ♣♦✉✈❛♥t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
é✈✐t❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡①♣❧♦s✐♦♥s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❞é♣❧✐é✱ q✉✐ ❝♦♥✲
st✐t✉❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s②stè♠❡s✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡
❧❡ ❝♦ût ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥✲❧✐❣♥❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs s✬✐♥tér❡ss❡♥t ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t ❛✉① rés❡❛✉① ❞♦♥t ❧❛
t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r✳ ■❧s ❡①♣❧✐q✉❡♥t ❛❧♦rs ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❥✉sq✉✬❛❧♦rs
✉t✐❧✐sé ❡t ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❞❡s ❣r❛♠♠❛✐r❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ✭❬✷✽❪✮✳
▼ét❤♦❞❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✽✵❪✱ ❨❛♥❣ ♣rés❡♥t❡
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❤♦rs✲❧✐❣♥❡✳ ▲❡s ❛❧❛r♠❡s s♦♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s
✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ♠❛❥❡✉rs ♣❛r ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❛r♠❡s r❛r❡s
❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ P❡❛rs♦♥ ❬✼✾❪ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é✳ ➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬é✲
t✉❞❡✱ ❧❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❧❛r♠❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥tés à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦❧♦ré❡ ❬✻✾❪✳
▼ét❤♦❞❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ❲❡✐ss ❡t ❍✐rs❤ ❬✼✷❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts r❛r❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s ♠♦t✐❢s
♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡s ❝r✐tèr❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ❡✣❝❛❝✐té ✿ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬é✈è♥❡♠❡♥ts ♣ré❞✐ts s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡✉① à ❞ét❡❝t❡r ❀
✕ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✿ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡s✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st é❧❛❜♦ré❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s
t❡♠♣♦r✐sé❡s ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts r❛r❡s✳ ▲❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s
s✐♠♣❧❡s✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✭♣❛r❡♥ts✮ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t ✧❣é♥ét✐q✉❡♠❡♥t✧
♠♦❞✐✜és ♣♦✉r ❢♦✉r♥✐r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜❧s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛✲
t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡s ❝r✐tèr❡s ♦❜s❡r✈és✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡
❡st ❛tt❡✐♥t❡ ❛♣rès ✷✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s✳ ❈❡❝✐ r❡st❡ tr♦♣ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦❛❝t✐✈❡✳
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s é✈è♥❡✲
♠❡♥ts ♠❛❥❡✉rs ❞❡s rés❡❛✉①✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧✬❡♥❥❡✉ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛✲
♣❛❝✐té à r❡tr♦✉✈❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡ ré❛❣✐r r❛♣✐❞❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ré❝♦❧tés✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ s✉♣♣♦s✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ❛❧❛r♠❡s
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s s♦♥t très ♣❡✉ r❡♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ✢✉①✳
✸✳✷ ●r❛♣❤❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ♣❡rt✐♥❡♥ts
Prés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✉♥ ✢✉①
❞✬❛❧❛r♠❡s✱ séq✉❡♥❝❡ ✜♥✐❡ ♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ♥♦♠s ❞✬❛❧❛r♠❡s✱ ❡t ♥♦✉s ❡①tr❛②♦♥s ❞❡s ♠♦t✐❢s ♣❡r✲
t✐♥❡♥ts✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❛❧❛r♠❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
❡♥tr❡ ❝❡s ♠♦t✐❢s ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ❡①♣❡rt✐s❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✉ rés❡❛✉✳
✸✳✷✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s ♣❡rt✐♥❡♥ts
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉
❧❛♥❣❛❣❡ ✿ A ét❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐✱ A∗ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✉✐t❡s ✜♥✐❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts
❞❡ A✱ ❡t A+ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✉✐t❡ ✜♥✐❡s ♥♦♥✲✈✐❞❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ A✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ✢✉①
f ∈ A∗✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s |f | ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ f ❡t ∀a ∈ A, ♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ♣❛r |f |a ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❛r♠❡ a ❞❛♥s f ✳ ▲❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ f r❡❣r♦✉♣❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❛❧❛r♠❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❛♥s f ✳ ■❧ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿ f = {a ∈ A | |f |a > 1}✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ · ❞és✐❣♥❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ✿ s✐ f1 = a1 . . . ai ❡t f2 =
b1 . . . bj ❛❧♦rs f1 · f2 = a1 . . . aib1 . . . bj ✳
❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✶✳ Pr❡♥♦♥s A = {a, b, c, d} ❡t f = abcbca ∈ A∗ ✉♥ ✢✉① très ❝♦✉rt✳ ❆❧♦rs
f ∈ A+✱ |f | = 6✱ |f |a = 2 ❡t f = {a, b, c}✳
➱t✉❞✐♦♥s ✉♥ ✢✉① ❞✬❛❧❛r♠❡s✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ A ❡st
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ✷✵ ❡t q✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ f ❡st ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❧♦♥❣✉❡✳ ❉❛♥s ♥♦s t❡sts✱
|f | ≃ 105✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ❜✐❡♥ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❉❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ✢✉①✱
♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛❧❛r♠❡s s♦♥t très ❢réq✉❡♥t❡s ❛❧♦rs q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t
très ♣❡✉✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♣ré❝✐sé ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❧✬ét✉❞❡
❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦rré❧és ❞✬❛❧❛r♠❡s
♣❡✉ ❢réq✉❡♥t❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳
✸✳✷ ●r❛♣❤❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ♣❡rt✐♥❡♥ts ✻✶
✕ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❛r♠❡s M ❧❡s ♣❧✉s ❢réq✉❡♥t❡s ❀
✕ ❉✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ f ❡♥ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ♣❡rt✐♥❡♥ts ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s✱ se(f) ❀
✕ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s ♣❡rt✐♥❡♥ts ❡t ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ se(f)✳
■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❛r♠❡s ❧❡s ♣❧✉s ❢réq✉❡♥t❡s ❈❡tt❡ tâ❝❤❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ s❡✉✐❧ θ ❡t ❡♥ ❝♦♠♣t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❧❛r♠❡ a ∈ A✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ M ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
M = {a ∈ A | |f |a/|f | ≥ θ}.
❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ♣❡rt✐♥❡♥ts ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✬❛❧❛r♠❡s ét✉❞✐é❡✱
❝❡rt❛✐♥❡s ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s s♦♥t ❡♥✈♦②é❡s ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s✳ ❈✬❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❧♦rsq✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
é❧é♠❡♥ts ❞❡ rés❡❛✉ ❞ét❡❝t❡♥t ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❢❛✉t❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ❛❧❛r♠❡ a ♣ré❝è❞❡ ✉♥❡
❛❧❛r♠❡ b✱ ❝❡❧❛ ♥❡ s✐❣♥✐✜❡ ♣❛s q✉❡ b ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ a ♦✉ q✉❡ a ❢✉t ♣r♦❞✉✐t❡ ❛✈❛♥t
b✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ✜❝❤✐❡rs ❧♦❣s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ✢✉① ♣rés❡♥t❡♥t ❢réq✉❡♠♠❡♥t ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞❡
t②♣❡ abababa . . .✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♥❡ r❡tr❛♥s✲
♠❡t ♣❛s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❡s ❛❧❛r♠❡s r❡ç✉❡s ♠❛✐s ❧❡s ❡♥r❡❣✐str❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥✈♦②❡r ✉♥❡ ❢♦✐s
r❛ss❡♠❜❧é❡s✳ ▲✬♦r❞r❡ ❡①❛❝t ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❧❛r♠❡s ♥❡ s✬❛✈èr❡ ❞♦♥❝ ♣❛s très s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❡t ✐❧ ♥✬❡st
♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❧❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❧❛r♠❡s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s ♦✉ ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥sé❝✲
✉t✐✈❡s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s tr❛♥s❢♦r♠♦♥s f ❡♥ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛❧❛r♠❡s✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ I = A/M ❞❡s ❛❧❛r♠❡s ❞✬✐♥térêt ♣❡✉ ❢réq✉❡♥t❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs
✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❞❡ f ✿
f = m0 · ι1 ·m1 · ι2 · · · ιℓ ·mℓ,
♦ù m0,mℓ ∈M∗✱ m1, . . . ,mℓ−1 ∈M+✱ ❡t ι1, . . . , ιℓ ∈ I+✳
❉és♦r♠❛✐s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡s ❛❧❛r♠❡s ♣❡✉ ❢réq✉❡♥t❡s ✭❛♣✲
♣❛rt❡♥❛♥t à I✮✳ ❉❛♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❧❡s s✉✐t❡s ✜♥✐❡s ♥♦♥✲✈✐❞❡s ι1, . . . ιℓ ❞é❝r✐✈❡♥t
❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❛r♠❡s ❞✬✐♥térêt✳ ◆♦✉s ❧❡s ♥♦♠♠♦♥s ♠♦t✐❢s ♣❡rt✐♥❡♥ts ❡t ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞✲
ér♦♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❡①tr❛✐t❡ ❞❡ f ✱ se(f)✱ s✉✐✈❛♥t❡✳
se(f) = ι1 · ι2 · · · ιℓ ∈ P(I)
∗.
a
ab
ac
abc abcd
b, 0.06
c, 0.04
c, 0.05
c, 0.07
e, 0.04
g, 0.04
g, 0.04
e, 0.04
b, 0.07
a, 0.8
d, 0.05
b, 0.05
a, 0.8
a, 0.77
b, 0.05
c, 0.05
d, 0.03
e, 0.015
g, 0.0150.03
0.04
a, 0.8
e, 0.05
g, 0.05
a, 0.76 b, 0.08
c, 0.07 e, 0.02
g, 0.02
❋✐❣✉r❡ ✸✵ ✕ ●é♥ér❛t❡✉r ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ♣♦✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✷✳
❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✷✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✻ ❛❧❛r♠❡s✱ A = {a, b, c, d, e, g}✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ a ❡st ✉♥❡ ❛❧❛r♠❡ ❢réq✉❡♥t❡ ❡t q✉❡ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡s ❛❧❛r♠❡s b ❡t c ✐♥❞✉✐t ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡
❞❡ d✳ ▲♦rsq✉❡ d ❛♣♣❛r❛ît✱ ❧❛ ❢❛✉t❡ ❧✉✐ ét❛♥t ❛ss♦❝✐é❡ ❡st ré♣❛ré❡✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❛rrêt
✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ♠❛❥❡✉rs ♣❛r ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❛r♠❡s r❛r❡s
❞❡s ❡♥✈♦✐s ❞✬❛❧❛r♠❡s b ❡t d ♠❛✐s ♣❛s a ❡t c✳ ▲❡s ❛❧❛r♠❡s e ❡t g ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦rré❧é❡s à ❧❛
❢❛✉t❡ ❧✐é❡ à ❧✬❛❧❛r♠❡ d ❡t ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❝♦♥st❛♠♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ t❛✉① ❞✬❛rr✐✈é✳
❆✜♥ ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥ ✜❝❤✐❡r ❧♦❣ ❞✬❛❧❛r♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✱ ♥♦✉s
❝ré♦♥s ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✵✳ ▲❡s ❛r❝s s♦♥t ét✐q✉❡tés ♣❛r ❧❡s ♥♦♠s ❞❡s
❛❧❛r♠❡s ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣é♥ér❡r ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡
e ♦✉ g ❞✐♠✐♥✉❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❣é♥ér❡r b ❡t c ❛✉❣♠❡♥t❡✳
❙✐ ❧❡ s❡✉✐❧ θ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r sé♣❛r❡r A ❡♥ M ❡t I ❡st ✵✳✺✱ ❛❧♦rs M = {a} ❡t I =
{b, c, d, e, g}✳
❯t✐❧✐s❛♥t ❝❡ ❣é♥ér❛t❡✉r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ✢✉① fex t❡❧ q✉❡ |fex2| = 1000✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s r❡♠❛rq✉é q✉❡ d ❛♣♣❛r❛✐ss❛✐t ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t s❡✉❧❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐✱ ❛ss❡③ ❢réq✉❡♠♠❡♥t✱
❞❛♥s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s {b, d} ❡t {c, d}✳ ❊♥✜♥✱ ❡❧❧❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s {e, d}✱
{g, d} ♦✉ ❡♥❝♦r❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ♠♦✐♥s s♦✉✈❡♥t✱ ❞❛♥s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡s s✉♣ér✐❡✉rs✳ ❈❡❝✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ é♥♦♥❝é✳
▲♦rs ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ré❛❧✐sé❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ |se(fex2)| = 180. ❈❡❝✐ r❡st❡
tr♦♣ ❣r❛♥❞ ♣♦✉r êtr❡ ❛✐sé♠❡♥t ❛♥❛❧②sé✳ ◆♦tr❡ ❜✉t ét❛♥t ❞❡ ♣r♦❞✐❣✉❡r ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ r❛♣✐❞❡
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s é✈❡♥t✉❡❧s✱ ✐❧ ❢❛✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉♣♣❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❡①tr❛✐t❡ se(f)✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ét❛♣❡✱ ❞é❝r✐t❡ ❝✐✲❛♣rès✱
❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ✈✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s s❝❤é♠❛t✐q✉❡✳
❘é❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❆✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ se(f)✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s
❞❡✉① rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ❙♦✐t ι1, ι2 ∈ I+✳
(Re1) ι1ι2ι1 → ι1 ∪ ι2 (Re2) ι1ι2 → ι1 s✐ ι2 ⊆ ι1.
❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ✿
✕ s✐ se(f) = z1·ι1ι2ι1·z2✱ ❛❧♦rs ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❡①tr❛✐t❡✱ se′(f)✱ ♦❜t❡♥✉❡ ❛♣rès ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ (Re1) ❡st se′(f) = z1 · (ι1 ∪ ι2) · z2 ❀
✕ s✐ ι2 ⊆ ι1 ❡t se(f) = z1 · ι1ι2 · z2✱ ❛❧♦rs ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❡①tr❛✐t❡✱ se′′(f)✱ ♦❜t❡♥✉❡ ❛♣rès
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ (Re2) ❡st se′′(f) = z1 · ι1 · z2✳
▲❡s rè❣❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s
♥❡ ♣✉✐ss❡♥t ♣❧✉s ❧✬êtr❡✳ ▲❛ séq✉❡♥❝❡ ❡①tr❛✐t❡ ré❞✉✐t❡ ❞❡ f ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ♥♦té❡ ser(f)✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛
séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s {b, d}{b}{c}{b}✱ ❧❡s rè❣❧❡s (Re1) ❡t (Re2) ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❛♣♣❧✐q✉é❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ (Re1) ♣r♦❞✉✐t {b, d}{b, c} ❡t (Re2) ♥✬❡st ♣❧✉s ❛♣♣❧✐✲
❝❛❜❧❡ ❀ à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❛✈❡❝ (Re2) ❞♦♥♥❡ {b, d}, {c}{b} ♠❛✐s ❛❧♦rs (Re1) ♥✬❡st ♣❧✉s
✉t✐❧✐s❛❜❧❡✳ ▼❛❧❣ré t♦✉t✱ ❝❤♦✐s✐r ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r (Re1) ❛✈❛♥t (Re2) ♦✉ ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t ✐♠♣❧✐q✉❡
✉♥❡ ❧é❣èr❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉✐ ♥✬❛❧tèr❡ ♣❛s ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬ét✉❞❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐s✲
s♦♥s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r (Re1) ❞❡ ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ✈❡rs ❧❛ ❞r♦✐t❡✱ ♣✉✐s (Re2) ❥✉sq✉✬à ❝❡
q✉✬❛✉❝✉♥❡ rè❣❧❡ ♥❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✸✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s s✉r se(fex2) ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✷✱ ❞♦♥♥❡
|ser(fex2)| = 93✳ ❙✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞r❛st✐q✉❡ ❝❛r ❧❡ ♥♦♠✲
❜r❡ ❞✬❛❧❛r♠❡s ❡st tr♦♣ ♣❡t✐t✳ ❙✉r ❧❡s ❝❛s ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s
q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳
✸✳✷✳✷ ❉é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡s ♠♦t✐❢s ♣❡rt✐♥❡♥ts
❉✐s❝❡r♥♦♥s ✉♥ t②♣❡ ❞✬❛❧❛r♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s❡r♦♥s ❞és♦r♠❛✐s ✿
❧❡s ❛❧❛r♠❡s r❛r❡s✳ ❊❧❧❡s ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t q✉✬✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ✉♥ ✜❝❤✐❡r ❧♦❣ ❡t
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❛❧❛r♠❡s ré✈é❧❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❛♥❣❡r❡✉① ♣♦✉r ❧❛ s❛♥té ❞✉
rés❡❛✉✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ré♣❛r❛t✐♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❡✉ ❛♣rès ❧❡✉rs ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✳
✸✳✸ ❘és✉❧t❛ts ✻✸
❯t✐❧✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛✜♥ ❞❡ tr♦✉✲
✈❡r ❞❡s ♠♦t✐❢s ❝♦♥❞✉✐s❛♥t ❛✉① ❛❧❛r♠❡s r❛r❡s✳ ▲✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s ② ❝♦♥❞✉✐s❛♥t ♣❡r✲
♠❡t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❛✉s❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❞❡s ♠❛✉✈❛✐s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❛✈❛♥t q✉✬✉♥❡ ♣❛♥♥❡
♥❡ s❡ ♣r♦❞✉✐s❡✳
❆✜♥ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ Gdep =
(Vdep, Edep, wdep) ❞❡s ♠♦t✐❢s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s tr♦✉✈és à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✿ ❧❡ ❣r❛♣❤❡
♣♦♥❞éré Gdep ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s Vdep r❡❧✐és ❡♥tr❡ ❡✉① ♣❛r ❧❡s ❛r❝s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
Edep ♣♦♥❞érés ♣❛r wdep : Edep → N t❡❧s q✉❡ ✿
✕ Vdep = ser(f) ❝♦♥st✐t✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ ser(f) ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡
❢♦✐s ❀
✕ Edep = {(ι1, ι2) | ∃z1, z2 t❡❧ q✉❡ ser(f) = z1 · ι1ι2 · z2} ❀
✕ wdep(ι1, ι2) = |{(z1, z2) | ser(f) = z1 · ι1ι2 · z2}|✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ι1ι2
❞❛♥s ser(f).
❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥str✉✐t✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❛❧❛r♠❡s ♣❡✉ ❢réq✉❡♥t❡s
❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ✉♥❡ ❛❧❛r♠❡ r❛r❡ ❞♦♥♥é❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✹✳ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✷✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ |ser(fex2)| = 93✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡
❡st tr♦♣ ❣r❛♥❞ ♣♦✉r êtr❡ r❡♣rés❡♥té✳ ❈♦♥❝❡♥tr♦♥s ♥♦✉s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧❛r♠❡s r❛r❡s ✿
{d} ❡t s❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✶✳ ◆♦✉s
r❡♠❛rq✉♦♥s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ❛❧❛r♠❡s b ♦✉ c ✭❡t
très s♦✉✈❡♥t ❧❡s ❞❡✉①✮ ❝❡♣❡♥❞❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t tr♦✐s ♣rés❡♥t❡♥t e ♦✉ g✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥❝♦r❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❣é♥ér❛t❡✉r ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✷✳
b
c
bc be
bce
✷
✷
✹
✶
✶
✶
d
bcg
❋✐❣✉r❡ ✸✶ ✕ ▲✬❛❧❛r♠❡ r❛r❡ d ❡t s❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs✳
▲❛ ❞✐✣❝✉❧té à ❛♥❛❧②s❡r ❞❡s ✢✉① ❞✬❛❧❛r♠❡s rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❛❧❛r♠❡s s♦♥t
❡♥r❡❣✐stré❡s s✉r ❞❡ ❧♦♥❣✉❡s ♣ér✐♦❞❡s ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛♥♥é❡✮✳ ❊♥ ✉♥ ❛♥✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
é✈é♥❡♠❡♥ts ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉✱ ❣é♥ér❛♥t ❞❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳
❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡✱ tr♦♣ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ét✉❞✐é ❞❛♥s s❛ ❣❧♦❜❛❧✐té✳ ❖♥
♣♦✉rr❛✐t ❡♥✈✐s❛❣❡r ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡ ❞✉ ✜❝❤✐❡r ❧♦❣ ♦❜s❡r✈é ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣ér✐♦❞❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱
❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ❞❛♥❣❡r❡✉s❡ ❝❛r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡♥❞r♦✐t ❞❡ ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♥✬❡st
♣❛s é✈✐❞❡♥t❡ ❡t ❧✬♦♥ r✐sq✉❡r❛✐t ❞❡ ❝♦✉♣❡r ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳ ❈❡❝✐ ❢❡r❛✐t ♣❡r❞r❡ ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ✢✉① ❝♦♠♣❧❡t ❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s s❡ ❢♦❝❛❧✐s❛♥t ❝❤❛❝✉♥ s✉r ✉♥❡ ❛❧❛r♠❡ r❛r❡ ❞♦♥♥é❡ ✭✉♥❡ ♣❛t❤♦❧♦✲
❣✐❡ s♣é❝✐✜q✉❡✮✳ ❯♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦✉rt❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ♣❡rt✐♥❡♥ts
❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès ✉♥❡ ❛❧❛r♠❡ r❛r❡✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡
❛♥❛❧②s❡ ❝♦♥❝✐s❡ ❡t ♣ré❝✐s❡ ❞❡s ❛❧❛r♠❡s r❛r❡s✳ ❈❡❝✐ ❞é✜♥✐t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛✉t❡ é♠❡tt❛♥t ❧✬❛❧❛r♠❡ r❛r❡ ❡t ♠♦♥tr❡ s✐ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ été
❛♣♣♦rté❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♣❡r♠❡t à ✉♥ ❡①♣❡rt rés❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s
❛❧❛r♠❡s r✐sq✉❛♥t ❞❡ ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥ ét❛t ❞❛♥❣❡r❡✉① ❞✉ rés❡❛✉ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r à
t♦✉t ✐♥st❛♥t s✐ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❡♥❛❝❡ ❧❛ s❛♥té ❞✉ rés❡❛✉ ❡t ❞❡ ré❛❣✐r ❛✈❛♥t ✉♥❡ ♣❛♥♥❡✳
✸✳✸ ❘és✉❧t❛ts
▲❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ré❛❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡s
❛❧❛r♠❡s ❞✬✉♥ ✢✉①✳ Pr♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té ✦ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡
✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ♠❛❥❡✉rs ♣❛r ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❛r♠❡s r❛r❡s
❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡✳ ❋✐♥❛❧❡✲
♠❡♥t✱ ♥♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ❧✬❡①♣❡rt✐s❡ ❞❡ ❞❡✉① ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ rés❡❛✉ ét✉❞✐é✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s
q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮ ❢♦✉r♥✐t
❞❡ ♣ré❝✐❡✉① r❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts✳ ■❧ ❢✉t ✉t✐❧✐sé ❛✈❡❝ ✹ ♥✐✈❡❛✉① ❞✬❡①♣❡rt✐s❡✱ ❧♦rsq✉❡ T = σ = 10
♣♦✉r ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ✵ ❡t ✶ ❡t T = 50✱ σ = 150 ♣♦✉r ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ✷ ❡t ✸✳ ❊♥s✉✐t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts
❞ét❡❝tés✳
✸✳✸✳✶ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡
▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡
ré❛❧✐sé ❡♥ P②t❤♦♥✳ ■❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ✜❝❤✐❡r ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠ ❞❡s ❛❧❛r♠❡s ❞✉
✢✉① ♦❜s❡r✈é✳ ■❧ ❣é♥èr❡ ❞❡✉① ✢✉① ✿ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s q✉❡ ❞❡s s✉✐t❡s ❞✬❛❧❛r♠❡s
♣❡✉ ❢réq✉❡♥t❡s ✭se(f)✮ ❀ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ✭ser(f)✮ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❛♣rès ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s (Re1)
❡t (Re2) s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ✢✉① ét❛❜❧✐t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ♠♦t✐❢s
♣❡rt✐♥❡♥ts✳
✸✳✸✳✷ ❈♦♥t❡①t❡ ❞✬ét✉❞❡
Prés❡♥t♦♥s ❧❡ t②♣❡ ❞❡ rés❡❛✉ ét✉❞✐é ❡t ✉♥ ❝❛s ♣❛t❤♦❧♦❣✐q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳
❆❝r♦♥②♠❡ ◆♦♠ ❝♦♠♣❧❡t Eθ1 E
θ′
1 E
θ′′
2
❆■❙ ❆✐s I I ▼
❈❋❋ ❈♦♦❧✐♥❣ ❢❛♥ ❢❛✐❧✉r❡ I
❈P ❈❛❜❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ I I
❈❙❋ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s✉❜s②st❡♠ ❢❛✐❧✉r❡ I I I
❉❙ ❉❡❣r❛❞❡❞ s✐❣♥❛❧ I ▼ ▼
❊❇❊❘ ❊①❝❡ss✐✈❡ ❜❡r I I ▼
❋❖ ❋r❡q✉❡♥❝② ♦✛s❡t I I I
❍❑ ❍♦✉s❡ ❦❡❡♣✐♥❣ I I I
▲❖❋ ▲♦ss ♦❢ ❢r❛♠❡ I
▲❖❙ ▲♦ss ♦❢ s✐❣♥❛❧ ▼ ▼ ▼
▲❖❚ ▲♦ss ♦❢ t✐♠✐♥❣ s♦✉r❝❡s I I I
▼❇▼ ▼✐❜ ❜❛❝❦✉♣ ♠✐s❛❧✐❣♥❡❞ I
◆■ ◆♦❞❡ ✐s♦❧❛t✐♦♥ I ▼ I
◆◆❋ ◆❡ ♥♦t✐✜❝❛t✐♦♥ ✢♦♦❞✐♥❣ I
❘❉■ ❘❡♠♦t❡ ❞❡❢❡❝t ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ I I ▼
❘■ ❘❡s♦✉r❝❡ ✐s♦❧❛t✐♦♥ I I I
❘❯▼ ❘❡♣❧❛❝❡❛❜❧❡ ✉♥✐t ♠✐ss✐♥❣ I I I
❘❯P ❘❡♣❧❛❝❡❛❜❧❡ ✉♥✐t ♣r♦❜❧❡♠ I I I
❘❯❚▼ ❘❡♣❧❛❝❡❛❜❧❡ ✉♥✐t t②♣❡ ♠✐s♠❛t❝❤ I
❙❙❋ ❙❡r✈❡r s✐❣♥❛❧ ❢❛✐❧✉r❡ I I ▼
❚■▼ ❚r❛❝❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ♠✐s♠❛t❝❤ I
❯ ❯♥❡q✉✐♣♣❡❞ ▼ ▼ I
❯❘❯ ❯♥❞❡r❧②✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡ ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ▼
❯❚ ❯♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t✐♠❡ I I ▼
❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ ▲✐st❡s ❞❡s ❛❝r♦♥②♠❡s ❞✬❛❧❛r♠❡s✳
❈♦♥t❡①t❡ ❣é♥ér❛❧ ❆✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé✱ ♥♦✉s t❡st♦♥s ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡
s✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ré❡❧s r❡♥❝♦♥trés ♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ✭❝❧✐❡♥t ❝❤❡③ ❆❧❝❛t❡❧✲▲✉❝❡♥t ❈✉st♦♠❡r
✸✳✸ ❘és✉❧t❛ts ✻✺
❙❡r✈✐❝❡s✮✳ ▲✬éq✉✐♣❡ ❞✉ s❡r✈✐❝❡ ❝❧✐❡♥t ❞✬❆❧❝❛t❡❧✲▲✉❝❡♥t ❛ ♣r❛t✐q✉é ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✉
rés❡❛✉ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r s♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡t ✉♥❡ ❡①♣❡rt✐s❡ ♠❛♥✉❡❧❧❡ ❞❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞é✲
♣❧♦②é❡s✳ ❈❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ s②♥❝❤r♦♥❡
✭❙❉❍ ✿ ❖♣t✐❝❛❧ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❉✐❣✐t❛❧ ❍✐❡r❛r❝❤②✮ ❢❛✐s❛♥t ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✶ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❧✬❖❙■✳ ▲❡ rés❡❛✉ ét✉❞✐é ❡st ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s ❞❡ 6.2 103 é❧é♠❡♥ts✱ t♦✉s ❝❛♣❛❜❧❡
❞✬é♠❡ttr❡ ❞❡s ❛❧❛r♠❡s✳ ❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❛♥❛❧②s❡ ❧❛ ♠❛ss❡ t♦t❛❧❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✐✣❝✐❧❡✳
❉❛♥s ❧❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s s✉✐✈❛♥ts✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ rés❡❛✉✱
E1 ❡t E2✳ ▲✬❡①♣❡rt✐s❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✜❝❤✐❡rs ❧♦❣s ❛②❛♥t ❡♥r❡❣✐strés ❧❡s ❛❧❛r♠❡s
é♠✐s❡s ❞✉r❛♥t ✉♥❡ ❛♥♥é❡✳ ❈❡❝✐ r❡♣rés❡♥t❡ ♣❧✉s ❞❡ 2.0 105 ❛❧❛r♠❡s r✐❡♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡
❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t✳ ◆♦t♦♥s q✉✬❛✜♥ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♥tér❡ss❛♥ts ❡t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s✱ ❧❡s
♥÷✉❞s ❝❤♦✐s✐s s♦♥t ❝❡✉① ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❡ s❡r✈✐❝❡ ❝❧✐❡♥t ❞✬❆❧❝❛t❡❧✲▲✉❝❡♥t ❝♦♠♠❡ ét❛♥t t♦♠❜és
❡♥ ♣❛♥♥❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡s ✢✉① s♦♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ✭♥♦♠ ❞✬❛❧❛r♠❡✱
❞❛t❡✮ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ f i r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✢✉①
❞✬❛❧❛r♠❡s é♠✐s ♣❛r ❧✬é❧é♠❡♥t Ei ❡t f ia ❧❡ s♦✉s✲✢✉① ❞❡ f
i ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s
❞❡ ❧✬❛❧❛r♠❡ a✳ ▲❛ t❛❜❧❡ ✸✳✷ ❧✐st❡ ❧❡s ❛❝r♦♥②♠❡s ❡t ❧❡s ♥♦♠s ❝♦♠♣❧❡ts ❞❡s ❛❧❛r♠❡s ❡♥✈♦②é❡s
♣❛r ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ rés❡❛✉ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s E1 ❡t E2✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥
❡♥tr❡ ❛❧❛r♠❡s ❢réq✉❡♥t❡s ❡t ♣❡✉ ❢réq✉❡♥t❡s ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s✉r
f1 ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s θ ❡t θ′ ❡t s✉r f2 ❛✈❡❝ θ′′✳ ❯♥❡ ❧✐❣♥❡ ✈✐❞❡ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧✬❛❧❛r♠❡ ❡♥
q✉❡st✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s é♠✐s❡ ♣❛r E1 ♦✉ E2✳
❈❛s ❞✬ét✉❞❡ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢réq✉❡♠♠❡♥t r❡♥❝♦♥tré
❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❙❉❍ ✿ ❧❛ ♣❛♥♥❡ ❞✬✉♥ ❧❛s❡r✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛❧❛r♠❡s s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r êtr❡
s②♠♣t♦♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿ ▲❖❙✱ ❆■❙✱ ▲❖❋✱ ❘❯P ❡t ❘❯▼✳
➱♥✉♠ér♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♣♦✐♥ts ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❡ ❝❡ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡ ✿
✕ ▲❡s ❛❧❛r♠❡s ▲❖❙ ❡t ▲❖❋ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t très ❢réq✉❡♠♠❡♥t✳ ❈❡❝✐ ♣r♦✈♦q✉❡ ❧✬❡♥✈♦✐
❞✬❛❧❛r♠❡s ❆■❙ s✐❣♥✐✜❛♥t q✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ t♦✉s
❧❡s ❜✐ts à ✶✳
✕ ❧❡s ❛❧❛r♠❡s ▲❖❙✱ ❆■❙ ❡t ▲❖❋ ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥❝❡r♥❡r ❜✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✬✉♥❡
♣❛♥♥❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❞✬✉♥ ❧❛s❡r✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❘❯P✱ ❘❯▼ ❡t ❚❋ s♦♥t ✈ér✐t❛❜❧❡♠❡♥t
s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ❞❡ ❝❡ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡✳
✸✳✸✳✸ ➱t✉❞❡ ❞✬✉♥ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t ❞❡ rés❡❛✉
P❡♥❝❤♦♥s ♥♦✉s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ rés❡❛✉ E1 ❛②❛♥t ❣é♥éré
36.0 103 ❛❧❛r♠❡s ❞❡ ✶✼ t②♣❡s ❡♥ ✉♥ ❛♥✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✷ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❖♥
r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ♣❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s s♦♥t ❢❛✐❜❧❡s ❡t ❞✉r❡♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧♦♥❣t❡♠♣s ❥✉sq✉✬à
1.0 107 s✳ ❆♣rès ❝❡t ✐♥st❛♥t✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ♣❡♥t❡s ❞❡✈✐❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦r✲
t❛♥t❡ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s s✬✐♥t❡♥s✐✜❡✳ ❆♣rès 1.6 107 s✱ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛tt❡✐❣♥❡♥t
❧❡✉r ♠❛①✐♠✉♠ ❡t ❞❡♠❡✉r❡♥t ❛✐♥s✐ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉✬✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❥❡✉r ❛♣♣❛r❛ît ❛♣rès 1.0 107 s✳
❈♦♥❝❡♥tr♦♥s✲♥♦✉s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❛❧❛r♠❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✳ ◆♦✉s
♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❘❯P✱ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❊❇❊❘✱
❋❖✱ ❈❙❋ ❡t ❘■✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ E1✳
▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✸ ✭r❡s♣✳ ✜❣✉r❡ ✸✹✮ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ✵
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ s✉r ❧❡s s♦✉s✲✢✉① f1RUP ❡t f
1
EBER ✭r❡s♣✳ f
1
RUP ❡t f
1
FO✮✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ✜❣✲
✉r❡ ✸✺ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡s s♦✉s✲✢✉① f1CSF ❡t f
1
RI ✳ ❈❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t
❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ♠❛❥❡✉rs ♣❛r ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❛r♠❡s r❛r❡s
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❋✐❣✉r❡ ✸✷ ✕ ❘és✉❧t❛t ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ s✉r ❧❡ ✢✉① f1✳
✕ ❘❯P ♥✬❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s f1 q✉✬❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❞✉r❛♥t ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s 7.0 106 s✳
◆♦✉s ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡ ❝♦♥s✐❞éré ❀
✕ ❊❇❊❘ ❡st ❣é♥éré❡ ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♦♥ ♣❡✉t
r❡♠❛rq✉❡r ❞❡✉① ♣ér✐♦❞❡s ❞✬❛rr✐✈é❡s ♠❛❥❡✉r❡s ✿ ❧♦rsq✉❡ ❘❯P ❡st ♣rés❡♥t❡ ✭❛✈❛♥t
1.0 107 s✮ ❡t à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ ✭❛♣rès 2.0 107 s✮ ❀
✕ ❋❖ ♥✬❛♣♣❛r❛ît q✉✬à tr♦✐s r❡♣r✐s❡s✳ ❉❡✉① ❛rr✐✈é❡s s♦✉❞❛✐♥❡s s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡♥t ❛✉① ❞❛t❡s
5.0 105 s ❡t 1.0 107 s✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s s❡ ♣rés❡♥t❡
❛♣rès 2.2 107 s ❀
✕ ❈❙❋ ❡st ❡♥ ♣❡r♠❛♥❡♥❝❡ ❣é♥éré❡ ♣❛rE1✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rr✐✈é❡s s♦✉❞❛✐♥❡s
✐♥t❡r✈✐❡♥t ❡♥tr❡ 2.2 107 ❡t 2.8 107 s ❀
✕ ❘■ s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡ ❜r✐è✈❡♠❡♥t à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳
✶❡✲✵✼
✶❡✲✵✻
✶❡✲✵✺
✵✳✵✵✵✶
✵✳✵✵✶
✵✳✵✶
✵✳✶
✶
✵ ✺❡✰✵✻ ✶❡✰✵✼ ✶✳✺❡✰✵✼ ✷❡✰✵✼ ✷✳✺❡✰✵✼ ✸❡✰✵✼
♣
❡♥
t❡
s
t❡♠♣s ✭t✮
❘❯P
❊❇❊❘
❋✐❣✉r❡ ✸✸ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ s✉r ❧❡s s♦✉s✲✢✉① f1RUP ❡t f
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EBER✳
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❊❇❊❘ ❡t ❋❖ s❡ ♣rés❡♥t❡♥t ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡✲
♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❘❯P ❛♣♣❛r❛ît✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥❥❡❝t✉r❡r ✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té
♦❜s❡r✈é❡ ❞❛♥s ❧❡ ✢✉① ❣❧♦❜❛❧ ❞é❜✉t❡ ❛♣rès ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ❘❯P✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r
q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡ ❞❡ E1 ♥❡ ♣r♦✈✐❡♥t ♣❛s ❞✉ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡✳ ➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥✱ ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ❘■ s✉❝❝è❞❡♥t à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❈❙❋✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t s✉♣♣✉t❡r ✉♥❡
❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✳
❈♦♥❝❡♥tr♦♥s ♥♦✉s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✉r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ ét✉❞❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ E1✳ ❚❡st♦♥s ❧❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ❡st θ = 0.3✳ ❈❡❝✐ ✐❞❡♥t✐✜❡
❞❡✉① ❛❧❛r♠❡s ❝♦♠♠❡ ❢réq✉❡♥t❡s ✿M = {❯✱ ▲❖❙}✳ ❊❧❧❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t à ❡❧❧❡s s❡✉❧❡s ✾✼✪ ❞✉
t♦t❛❧ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts✳ ▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡ Eθ1 ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ✸✳✷ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥
❞❡s ❛❧❛r♠❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s M ❡t I✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✻ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ♣❡rt✐♥❡♥ts ❞❡ f1 ❧♦rsq✉❡ θ = 0.3✳ ❆✜♥
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❘■
❈❙❋
❋✐❣✉r❡ ✸✺ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ s✉r ❧❡s s♦✉s✲✢✉① f1CSF ❡t f
1
RI ✳
❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡❣r♦✉♣é ❧❡s ❛❧❛r♠❡s ❉❙✱ ◆■✱ ❈❙❋✱ ❊❇❊❘ ❡t ❘❉■
❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♣♣❡❧é ●r♦✉♣❡✳ ❯♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❜❛rr❡ r♦✉❣❡ ❡st ♣❧❛❝é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✜♥
❞✬✐♥❞✐q✉❡r q✉✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡ ♣ér✐♦❞❡ sé♣❛r❡ ❞❡✉① ♠♦t✐❢s✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ❧♦♥❣ ♠♦♠❡♥t✱
s❡✉❧❡s ❧❡s ❛❧❛r♠❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ M ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❛❧❛r♠❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s ❞✬✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ s♦♥t ♣rés❡♥t❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉ ❞é❜✉t ❡t à ❧❛ ✜♥ ❞❡ f1✳
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❋❖
▲❖❚
●r♦✉♣❡
●r♦✉♣❡
❘■
❋✐❣✉r❡ ✸✻ ✕ ●r❛♣❤❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ♣❡rt✐♥❡♥ts ❞❡ f1 ❧♦rsq✉❡ θ = 0.3✳
▲❡s ❛❧❛r♠❡s r❛r❡s ✐♥❞✐q✉❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝r✐t✐q✉❡ s♦♥t ❘❯▼ ❡t ❘❯P ét❛♥t ❞♦♥♥é
q✉✬❡❧❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❧❡ ♠♦✐♥s s♦✉✈❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❛r♠❡s ❝♦rré❧é❡s ❛✈❡❝
❘❯P ❡t ❘❯▼ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉r❝❡ ♣rés❡♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t
♥♦t❡r q✉❡ ❍❑ ❡t ❈P s♦♥t ❧✐é❡s à ❘❯▼ ✭✈♦✐r ❧✬❡♥❝❛❞ré ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✻✮✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡s ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦t✐❢ ❝♦♥t❡♥❛♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❘❯▼✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦t✐❢✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❘❯P✱ ❡st très ❣r❛♥❞✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t ❝❛❝❤❡r ❞❡s
❝♦rré❧❛t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳ ◆♦✉s ♣r❛t✐q✉♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ét✉❞❡ ❞✉ ✢✉① f1 ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θ′ = 0.003 ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦t✐❢✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧❛r♠❡s
✻✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ♠❛❥❡✉rs ♣❛r ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❛r♠❡s r❛r❡s
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❍❑
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❋✐❣✉r❡ ✸✼ ✕ ●r❛♣❤❡ ♣❛rt✐❡❧ ❞❡s ♠♦t✐❢s ♣❡rt✐♥❡♥ts ❞❡ f1 ❧♦rsq✉❡ θ′ = 0.003✱
r❡♣rés❡♥té ♣❧✉s s②♥t❤ét✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡♥❝❛❞ré ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✻✳
♠❛❥❡✉r❡s ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs M = {❯✱ ▲❖❙✱ ❉❙✱ ◆■}✳ ▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ M ❡t I ❡st
♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ Eθ
′
1 ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ✸✳✷✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞és♦r♠❛✐s ✺✾ ♠♦t✐❢s
♣❡rt✐♥❡♥ts ✭|ser(f)| = 59✮ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ✼ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ét❛♥t tr♦♣ ❣r❛♥❞ ♣♦✉r
êtr❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①❤✐❜é ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉①
❛❧❛r♠❡s é♠✐s❡s ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✼✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❛✈❡❝ θ′
♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ③♦♦♠ s✉r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡s ❛❧❛r♠❡s r❡♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❡♥
♣♦✐♥t✐❧❧és s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✻✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❘❯▼✱ ❍❑ ❡t ❈P ❡st
♠❛✐♥t❡♥✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❘❯P ❛♣♣❛r❛ît ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s✱ s♦✉✈❡♥t ♣ré❝é❞é❡ ❞❡ ❙❙❋
❡t ❈❙❋✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❊❇❊❘ ❡t ❯❚ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✛❡❝t❡ ✉♥ ❞é♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞✉ ♥÷✉❞✳ ❈❡❝✐ ❡st ❝♦♥✜r♠é ♣❛r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❋❖
❛✈❡❝ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✳ ➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✱ ❘❯▼ ❡t
❈P ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞é❢❡❝t✉❡✉① ❛ été r❡♠♣❧❛❝é✳ ❈❡❝✐ ❡st ❝♦♥✜r♠é ♣❛r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥
❞❡ ❧✬❛❧❛r♠❡ ❍❑✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✛❡❝t❛♥t
❞❛✈❛♥t❛❣❡ E1✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✼✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❧✐é à ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡
❞❡s ❛❧❛r♠❡s ❈❙❋ ❡t ❙❙❋✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡❧❧❡s s♦♥t ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s
♣❡rt✐♥❡♥ts✳ ❈❡❝✐ ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥ ❧✐❡♥ ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ E1 ♦✉ ❞❡ ❧✬✉♥
❞❡ s❡s ✈♦✐s✐♥s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❈❙❋ ❡t ❙❙❋ ✐♥❢♦r♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥
é❧é♠❡♥t ❡st ❞✐✣❝✐❧❡✳ ▲❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❛r♠❡ ❘■ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥❡ ♣❡✉t
✜♥❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r✳
✸✳✸✳✹ ➱t✉❞❡ ❞✬✉♥ s❡❝♦♥❞ é❧é♠❡♥t ❞❡ rés❡❛✉
❋♦❝❛❧✐s♦♥s ♥♦✉s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ E2 ❛②❛♥t ❣é♥éré 2.0 105 ❛❧❛r♠❡s ❞❡ ✷✸ t②♣❡s
❞✉r❛♥t ✉♥❡ ❛♥♥é❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✽ ✕ ❘és✉❧t❛t ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✸ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ s✉r ❧❡ ✢✉① f2✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✽ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✸ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳ ◆♦✉s r❡♠❛r✲
✸✳✸ ❘és✉❧t❛ts ✻✾
q✉♦♥s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉✬❡♥tr❡ 1.6 107 s✳ ❡t 2.7 107 s✳ ❧❡s ❛rr✐✈é❡s s✬✐♥t❡♥s✐✜❡♥t ❡t ✈❛r✐❡♥t
❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞é❜✉t❡ ❛✉① ❛❧❡♥t♦✉rs ❞❡ 6.0 106 s✳ ❈❡❝✐
s✬❡①♣❧✐q✉❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ♣❛♥♥❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t très tôt ❞❛♥s ❧✬é❧é♠❡♥t ❡t ❧✬❛✛❡❝t❛♥t
♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t✳ ▲✬é❧é♠❡♥t E2 ❣é♥èr❡ ❛❧♦rs ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞✬❛❧❛r♠❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✾ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ s✉r ❧❡ s♦✉s✲✢✉① f2AIS ✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ s♦✉s✲✢✉① f2AIS ✳ ❇✐❡♥
q✉❡ ❆■❙ s♦✐t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ♥♦tr❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛❧❛r♠❡ ♠❛❥❡✉r❡✱ ❡❧❧❡
❞❡♠❡✉r❡ ✉♥ ❜♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✉♥ rés❡❛✉✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡♥t❡s ❞✬❛rr✐✈é❡✱
✜❣✉r❡ ✸✾✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡ ❞❡ ❆■❙ ❞❛♥s ❧❡ ✢✉① f2✳ ❈❡❝✐
s♦✉s✲❡♥t❡♥❞ q✉❡ E2 ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♣❡rt✉r❜é✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❛❧❛r♠❡ ♠✐♥❡✉r❡
♣♦✉r E1✳
❈♦♥❝❡♥tr♦♥s✲♥♦✉s à ♥♦✉✈❡❛✉ s✉r q✉❡❧q✉❡s ❛❧❛r♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡ ✿
❘❯P ❡t ❘❯▼✳ ◆♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❛❧❛r♠❡s ▼❇▼ ❡t ❈❙❋✱ q✉✐ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✵ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣❡♥t❡s ❞❡s ❛rr✐✈é❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ♣♦✉r ❧❡s s♦✉s✲✢✉①
f2RUP ❡t f
2
RUM ✳ ▲✬❛❧❛r♠❡ ❘❯P s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡ ❛✈❛♥t 6.5 10
6 s ❡t ❛♣rès 2.5 107 s✳ ❆✉ ❞é❜✉t ❞❡
❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ♦❜s❡r✈é❡✱ ❛✈❛♥t 5.0 106 s✱ ❘❯▼ ❛♣♣❛r❛ît ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t✳ ❊❧❧❡ s❡ ♣rés❡♥t❡ à ♥♦✉✈❡❛✉
❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥st❛♥ts 1.6 107 ❡t 2.1 107 s✱ ❡t ❡♥❝♦r❡ ❡♥tr❡ 2.3 107 ❡t 2.6 107 s✳
✶❡✲✵✽
✶❡✲✵✼
✶❡✲✵✻
✶❡✲✵✺
✵✳✵✵✵✶
✵✳✵✵✶
✵✳✵✶
✵✳✶
✶
✶✵
✵ ✺❡✰✵✻ ✶❡✰✵✼ ✶✳✺❡✰✵✼ ✷❡✰✵✼ ✷✳✺❡✰✵✼ ✸❡✰✵✼
♣
❡♥
t❡
s
t❡♠♣s ✭t✮
❘❯P
❘❯▼
❋✐❣✉r❡ ✹✵ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ s✉r ❧❡s s♦✉s✲✢✉① f2RUP ✱ f
2
RUM ✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣✐❝ ❞✬❛rr✐✈é❡s s♦✉❞❛✐♥❡s ❞❡ ❘❯P ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡
❢♦r♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ♦❜s❡r✈é ❞❛♥s E1✳ ❈❡❝✐ s❡♠❜❧❡ ✐♥❞✐q✉❡r✱ q✉✬❛✈❛♥t 6.5 106 s✳✱ E1 ❡t E2
♦❜s❡r✈❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡ ❞✉ rés❡❛✉✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ E2 r❡ç♦✐t ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ér✉♣t✐♦♥
❞✬❛rr✐✈é❡s s♦✉❞❛✐♥❡s ❞❡ ❘❯P✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r E1✳
✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ♠❛❥❡✉rs ♣❛r ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❛r♠❡s r❛r❡s
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❋✐❣✉r❡ ✹✶ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ s✉r ❧❡s s♦✉s✲✢✉① f2RUP ❡t f
2
CSF ✳
▲❡s ♣❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ s✉r ❧❡ s♦✉s✲✢✉① f2CSF s♦♥t
r❡♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✶✱ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞✉ s♦✉s✲✢✉① f2RUP ✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s ♠♦♥tr❡♥t tr♦✐s ♣ér✐♦❞❡s ❞✬❛rr✐✈é❡s s♦✉❞❛✐♥❡s ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡ ♣rés❡♥t❡ ❛✈❛♥t
❧✬✐♥st❛♥t 4.0 106 s ❀ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣❛r❛ît ❡♥tr❡ 1.3 107 ❡t 1.7 107 s ❀ ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡
s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡ ❛♣rès 2.5 107 s✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✷ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣❡♥t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s s✉r ❧❡s s♦✉s✲✢✉① f2MBM ❡t
f2RUP ✳ ▼❇▼ ♣rés❡♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t tr♦✐s ♣ér✐♦❞❡s ❞✬❛rr✐✈é❡s s♦✉❞❛✐♥❡s ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡ ♠❛♥✲
✐❢❡st❡ ❡♥tr❡ 1.6 107 ❡t 1.9 107 s ❀ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡✱ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡✱ ❛♣♣❛r❛ît à ❧✬✐♥st❛♥t 2.2 107 s ❀
✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛rr✐✈❡ ❛✉① ❛❧❡♥t♦✉rs ❞❡ 2.5 107 s✳
✶❡✲✵✽
✶❡✲✵✼
✶❡✲✵✻
✶❡✲✵✺
✵✳✵✵✵✶
✵✳✵✵✶
✵✳✵✶
✵ ✺❡✰✵✻ ✶❡✰✵✼ ✶✳✺❡✰✵✼ ✷❡✰✵✼ ✷✳✺❡✰✵✼ ✸❡✰✵✼
♣
❡♥
t❡
s
t❡♠♣s ✭t✮
❘❯P
▼❇▼
❋✐❣✉r❡ ✹✷ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ s✉r ❧❡s s♦✉s✲✢✉① f2RUP ❡t f
2
MBM ✳
❉❡ ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣✐❝ ❞❡s ❛rr✐✈é❡s ❞❡ ❘❯P ❡st ❛❝❝♦♠✲
♣❛❣♥é ♣❛r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡s ❛❧❛r♠❡s ❈❙❋✱ ❘❯▼ ❡t ▼❇▼✳
❯t✐❧✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛✈❡❝ θ′′ = 0.01✳ ❈❡❝✐
❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧❛r♠❡s ♠❛❥❡✉r❡sM = {AIS,LS, SSF,DS,RDI,URU,EBER,UT}✳
▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡ Eθ
′′
2 ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ✸✳✷ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❛r♠❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s M
❡t I✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ré❞✉✐t ❡st |ser(f)| = 168✱ ❝❡ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t
✉♥ ❣r❛♣❤❡ tr♦♣ ❣r❛♥❞ ♣♦✉r êtr❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té ✐❝✐✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
r❛♣✐❞❡ ♠♦♥tr❡ ❘❯❚▼✱ ❈❋❋✱ ❍❑✱ ❚■▼ ❡t ❘■ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧❛r♠❡s r❛r❡s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t t♦✉t❡s ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✶✵ ❢♦✐s ❞❛♥s f2✳ ▲❡s ❛❧❛r♠❡s ❘❯P✱ ❯ ❡t
▲❖❋ ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ r❛r❡s ❝❛r ❡❧❧❡s s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡♥t ♠♦✐♥s ❞❡
✻✺ ❢♦✐s✳ ❈❡❝✐ r❡st❡ très ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛ré à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ✢✉①✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s
♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡s ❛❧❛r♠❡s ❘❯P ❡t ❘❯▼✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✸ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♠♦t✐❢ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱
✸✳✸ ❘és✉❧t❛ts ✼✶
❧♦rsq✉❡ ❘❯P s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s✳ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❘❯P ❡t ❘❯▼ ❞❛♥s ❧❡s
♠♦t✐❢s ♣❡rt✐♥❡♥ts ❢❛✐t à ♥♦✉✈❡❛✉ r❡ss♦rt✐r ❧❡ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❈❙❋ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡
✉♥❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ❘❯P✳ ❈✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡ ◆■ ❡t ❯✱ q✉✐ ét❛✐❡♥t
❞❡s ❛❧❛r♠❡s ❢réq✉❡♥t❡s ♣♦✉r E1✳
❯
◆■
❈❙❋
❯
◆■
❈❙❋
◆■
❈❙❋
◆■
❘❯P ❘❯P
❘❯▼
❘❯P ❘❯▼
❋✐❣✉r❡ ✹✸ ✕ ❉ét❛✐❧ ❞✬✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ♣❡rt✐♥❡♥ts ♣♦✉r f2✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✹ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s✱ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ q✉❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❊❧❧❡
❛♣♣❛r❛ît ♣r❡sq✉❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ♣❡✉ ❛✈❛♥t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❘❯P✳ ❈❡tt❡
séq✉❡♥❝❡ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❛❧❛r♠❡s r❛r❡s✱ ❡①❝❡♣té ❘■✱
s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠♦t✐❢✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❍❑ ❡t ❈❋❋ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t
à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ② ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✳ ◆♦t♦♥s ❡♥✜♥
❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❈❙❋✱ ◆■ ❡t ▼❇▼✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✹ ✕ ❉ét❛✐❧ ❞✬✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ♣❡rt✐♥❡♥ts ♣♦✉r f2✳
❈♦♥❝❧✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ E2✳
▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❘❯P ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ rés❡❛✉ ♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ♣❛s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❡t ♣♦✉rr❛✐t t♦♠❜❡r ❡♥ ♣❛♥♥❡✳ ▲❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❈❙❋ ♠♦♥tr❡
❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧✬é❧é♠❡♥t s✉❜✐t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✸ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡
❧♦rs ❞❡ s❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛rr✐✈é❡✱ ❘❯P ♥✬❡st ♣❛s é♠✐s❡ ❧♦♥❣t❡♠♣s✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ été rés♦❧✉✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❘❯P✱ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦t✐❢ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✹✱
♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥ ❛✉tr❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ rés❡❛✉ t♦♠❜❡ ❡♥ ♣❛♥♥❡ ✭♦✉ ❧✬é❧é♠❡♥t ❛②❛♥t s✉❜✐ ❧❛ ♣❛♥♥❡
♣ré❝é❞❡♥t❡✮✳ ❆✜♥ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡①♣❡rt✐s❡ ❞✉ rés❡❛✉✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ à été ✉t✐❧✐sé
s✉r ❧❡ s♦✉s✲✢✉① f2EBER✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❊❇❊❘ ♥✬❛♣♣❛r❛ît q✉✬❡♥tr❡
2.1 107 ❡t 2.6 107 s✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✉r❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ ❘❯▼ ❡t ❘❯P s♦♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t é♠✐s❡s✳ ❈❡tt❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✛❡❝t❡ ❧❡ ❞é♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❞✬✉♥
❧❛s❡r✳
❊♥✜♥✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✹ ♠❡t ❡♥ ❛✈❛♥t ❞❡✉① ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳
✕ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❈❋❋ ❡t ❍❑ s♦♥t ❝♦rré❧é❡s✳ ▲✬❛❧❛r♠❡ ❈❋❋ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ t❡♠✲
♣ér❛t✉r❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞é♣❛ss❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ❛✉t♦r✐sé✳ ❉❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❍❑✱ ♥♦✉s
❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s t❡♥t❛t✐✈❡s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s ❛✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡tt❡
s✐t✉❛t✐♦♥✳
✕ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❝♦♠❜✐♥é❡ ❞❡ ▼❇▼ ❡t ❈❙❋ ♠❡t ❡♥ ❛✈❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❞❡ ❝❛rt❡✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s
❛❧❛r♠❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣r♦❛❝t✐✈❡✱ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st très ❧é❣èr❡
❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✬❡♥ ❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡t s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ rés❡❛✉✳
❊❧❧❡ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛♣❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡s ❛❧❛r♠❡s ❧❡s ♣❧✉s ❢réq✉❡♥t❡s
✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ♠❛❥❡✉rs ♣❛r ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❛r♠❡s r❛r❡s
s♦♥t ❞é✜♥✐❡s✳ ▲✬✐♥térêt s❡ ♣♦rt❡ ❛❧♦rs s✉r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❞✬❛❧❛r♠❡s ♥♦♥✲❢réq✉❡♥t❡s✱
❞✐ts ♠♦t✐❢s ♣❡rt✐♥❡♥ts✱ ❡①tr❛✐t❡ ❞✉ ✢✉① ❛♥❛❧②sé✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s ❛❧❛r♠❡s
❧❡s ♠♦✐♥s ♣rés❡♥t❡s✱ ❛♣♣❡❧é❡s ❛❧❛r♠❡s r❛r❡s✱ s♦♥t ♠✐s❡s ❡♥ ❛✈❛♥t ❡♥ t❛♥t q✉❡ s✐❣♥❛❧ ❞✬✉♥❡
♠❡♥❛❝❡ sé✈èr❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ♣❡rt✐♥❡♥ts ❝♦♥❞✉✐s❛♥t
❛✉① ❛❧❛r♠❡s r❛r❡s s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts✳
❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ rés✉❧t❛ts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♥❛❧②sé ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ s✉r ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ré❡❧ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ét✉❞✐é ♣❛r ❧✬éq✉✐♣❡ ❞✉ s❡r✈✐❝❡ ❝❧✐❡♥t ❞✬❆❧❝❛t❡❧✲
▲✉❝❡♥t ❇❡❧❧✲❧❛❜s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r
r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛rt✐❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❞✉ ✢✉① ❞✬❛❧❛r♠❡s ♦❜s❡r✈é ❡t ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❡①♣❡rt✐s❡
✜♥❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬❡st ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛s ✉t✐❧✐sé❡ ❛✜♥ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
à ❧❛ ✈♦❧é❡✱ ♦r ❝❡❧❛ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ✈✐❢ ✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞❡s ✐♥❣é♥✐❡✉rs ❞✬❆❧❝❛t❡❧✲▲✉❝❡♥t
❇❡❧❧✲❧❛❜s ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦❧❧❛❜♦ré✳ ❯♥ tr❛✈❛✐❧ ✐♥tér❡ss❛♥t ❝♦♥s✐st❡r❛✐t à ❛❞❛♣t❡r
❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❡s ✢✉① ❞❡s ❛❧❛r♠❡s ♣❛ssé❡s ❡t ❝♦✉r❛♥t❡s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛❧♦rs
❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ q✉✐ é✈❛❧✉❡r❛✐t ❡♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ré❛♣♣❛r✐t✐♦♥
❞❡s ❡rr❡✉rs ❞ét❡❝té❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♥❡ ♣❡✉t tr❛✐t❡r q✉✬✉♥ ✢✉① ❞✬❛❧❛r♠❡s
à ❧❛ ❢♦✐s✳ P♦✉r ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡t s✉✐✈r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s rés❡❛✉①✱ ✐❧
s❡r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❣é♥ér❛♥t ✉♥❡ ❡①♣❡rt✐s❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡
❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉① ❞❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t✳
❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡
❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s ❞é❧❛✐s
❞✬❛tt❡♥t❡
✼✸

✼✺
❈♦♠♠❡♥t ❞é✜♥✐r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ❝♦♥❣❡st✐♦♥s ❡t ré❞✉✐r❡
❧❡s ❞é❧❛✐s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❄ ◗✉❡❧ ❡st ❧❡ ❞é❧❛✐ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞✬✉♥ ❜♦✉t à
❧✬❛✉tr❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ s❛❝❤❛♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s r♦✉t❡✉rs ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❛rr✐✈é❡
❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❄ ❚❡❧❧❡s s♦♥t✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦s ♣ré♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s✳
❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❝♦♥❣❡s✲
t✐♦♥ ❞❡s ✜❧❡s ❞✬❛tt❡♥t❡ ✭✐♥st❛❜✐❧✐té à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❞é❧❛✐s ✐♥✜♥✐✮✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤❡r♦♥s à ♦❜t❡♥✐r
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s rés❡❛✉① é✈✐t❛♥t ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❞✐♠✐♥✉❛♥t ❧❡ ❞é❧❛✐
❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞❛♥s ❧❡s ✜❧❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞❡s r♦✉t❡✉rs✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❝♦♥s✐st❡ à ré❞✉✐r❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té
❞❡ ♣❛q✉❡ts ♣rés❡♥ts à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❜✉t✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ q✉❡ ♥♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s s✉r ❧❡ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡ ❞✬❖❙P❋✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡
❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤❛♥❣❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡♥tr❡ r♦✉t❡✉rs ❡t ❧✬❡✛❡t ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡r✲
t❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉r ❝❡s é❝❤❛♥❣❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❞❛♥❣❡r❡✉s❡s
s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s q✉✐ ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❧❛ ❝♦♥❣❡st✐♦♥s ❞✉ rés❡❛✉✳ Pr❡♥❛♥t
❝❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛♣♣♦rt♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✛❡❝t❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉
♣r♦t♦❝♦❧❡ ❖❙P❋ ♣♦✉r s✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s✳
❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞é❧❛✐s ♣✐r❡✲❝❛s ❞❡
♠❡ss❛❣❡s ❞✬✉♥ ❜♦✉t à ❧✬❛✉tr❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st à ♣r✐♦r✐tés
✜①❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s ❛rr✐✈é❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡t ❞❡ ❧❛ r❛♣✐❞✐té ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s
r♦✉t❡✉rs✳ ◆♦✉s ❛♣♣♦rt♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡
♣♦✉r ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❡t ❧❡ ♠❛♥✐❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳
P♦✉r ✜♥✐r✱ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ à ❝❡✉① ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣❧✉s ♣ré❝✐s q✉❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s
❥✉sq✉✬❛❧♦rs ❡t q✉✬✐❧s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❧❡ ❞é❧❛✐ ♣✐r❡✲❝❛s ❡①❛❝t ✭♣❛s ❞✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥✮✳
✼✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✹
❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉①
❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡
❞✬❖❙P❋
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▲❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ rés✉❧t❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❡✛❡❝t✉és ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥
❛✈❡❝ ❆♥♥❡ ❇♦✉✐❧❧❛r❞ ❡t ❈❧❛✉❞❡ ❏❛r❞✳ ■❧ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬✽✸❪ ♣rés❡♥té ❧♦rs ❞❡ ❧❛
❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❉❈◆❊❚✬✶✸ ❡♥ ✷✵✶✸✳
✼✼
✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡
◆♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡
▲❛ t❛❜❧❡ ✹✳✶ ❧✐st❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s♣é❝✐✜q✉❡s à ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
❙②♠❜♦❧❡s ❙✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥s
❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐
✭Pl✱Trans✱Bwd✱Fwd✱M0✱ϕ✮ ❯♥ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐
De´buti P❧❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣♦✉r ❝ré❡r ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s LSAis
LSAenvi→j P❧❛❝❡ ❞✬❡♥✈♦✐ LSAi à Rj
ACKenvi→j P❧❛❝❡ ❞✬❡♥✈♦✐ ✉♥ ❆❈❑ ❞❡ Ri à Rj
LSArecj→i P❧❛❝❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ LSA ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ Rj ❞❛♥s Ri
ACKrecj→i P❧❛❝❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❆❈❑ ❞❡ Rj ❞❛♥s Ri
Processeur P❧❛❝❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Ri
borne P❧❛❝❡ ❜♦r♥❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❛r ♣ér✐♦❞❡
bi ◆♦♠❜r❡ ❞❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ✈♦✐s✐♥ ❞❡ Ri
Retransmission P❧❛❝❡ ❞❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ▲❙❆
Destruction P❧❛❝❡ ❞❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ▲❙❆
NMR(j) ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s r❡ç✉s ♣❛r Rj ❞✉r❛♥t Tr
NMT (j) ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s tr❛✐tés ♣❛r Rj ❞✉r❛♥t Tr
❍❡✉r✐st✐q✉❡
[δi,∆i[ ❚❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❞❛♥s Ri
T
(i,j)
t ❚❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡♥tr❡ Ri ❡t Rj
Ii,j = [ζi,j , ψi,j [ ■♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r LSAi ❡♥ Rj
ζ = (ζi,j) ▼❛tr✐❝❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ζi,j
ψ = (ψi,j) ▼❛tr✐❝❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ψi,j
D = (Di,j) Di,j = [ζi,j , γi,j [ ❛✈❡❝ γi,j = ψi,j +∆j
Q = (Qi) ▼❛tr✐❝❡ ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ✜❧❡s ❞✬❛tt❡♥t❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s r♦✉t❡✉rs
bi,k,j ❡t B bi,k,j = γi,j − ζk,j ❡t B = maxi,k,j bi,k,j
C = (ci,k) ci,k = maxk∈Nn bi,k,j
w(i, j) P♦✐❞s ❞❡ ❧✬❛r❝ ❞❡ Ri ✈❡rs Rj
W P♦✐❞s ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥
❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ ▲✐st❡s ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❇♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ✭❞✐ts ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✮ tr❛✈❛✐❧❧❡♥t ❞❛♥s ✉♥
❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧s ❞♦✐✈❡♥t ❝♦♥st❛♠♠❡♥t ♦♣ér❡r ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳
❈✬❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❘■P ❬✺✺❪ ❡t ❖❙P❋ ❬✺✽❪✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té ❡st
✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✉r ❝❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r ♣❛r ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❣é♥ér❛♥t ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
ré❣✉❧✐❡rs✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ r❛❢r❛î❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ♠❡t à ❥♦✉r ❧❡s
❝❤❡♠✐♥s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉rts✳ ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❖❙P❋✱ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ✐♥t❡r♥❡t✱
❡st ❢❛❝✐❧❡ à ❛♥❛❧②s❡r✳ ◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡t ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡♥ ❡st
♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à ét❛t ❞❡ ❧✐❡♥✱ ❣é♥ér❛♥t
❢réq✉❡♠♠❡♥t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❍❡❧❧♦ ✭✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s✮ ❡t ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ▲❙❆s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s t❛❜❧❡s ❞❡ r♦✉t❛❣❡✳ ■❧ ❝♦♥st✐t✉❡r❛ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡✳
❯♥ tr❛✈❛✐❧ ✐♠♣♦rt❛♥t à ❞é❥à été ❞é❞✐é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡s rés❡❛✉①✳ ❯♥ ♣r♦❜✲
❧è♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❝♦♥❝❡r♥❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♣❛♥♥❡ ❞✬✉♥ ❧✐❡♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❢❛✉❞r❛
q✉❡ t♦✉s ❧❡s r♦✉t❡✉rs ❞✉ rés❡❛✉ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✈❡rs ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ ❈❡
♣r♦❜❧è♠❡ s✬❛✈èr❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞✬✉♥ r♦✉t❡✉r✱
t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❖❙P❋✲❚❊ ❬✸✾❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❛ ré♣♦♥s❡ à ✉♥❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥
❡♥❣❡♥❞r❡ ❧✬❡♥✈♦✐ ❞✬✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡✈✐❡♥t r❛♣✐❞❡✲
♠❡♥t ❝r✐t✐q✉❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❇❛s✉ ❡t ❘✐❡❝❦❡ ♠❡tt❡♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞✬❖❙P❋✲❚❊
❢❛❝❡ à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✭❬✸❪✮✳ ❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✼❪✱ ▼♦r❡❛✉ ♠♦♥tr❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡s ✢✉①
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ à ✉♥ ✐♠♣❛❝t ✐♠♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s
s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ ✭■❧ ♣r♦♣♦s❡ ❡♥s✉✐t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛ss✉r❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡ s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts✳✮
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ss♦❝✐é à ❝❡❧✉✐ é♥♦♥❝é ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❊♥
❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ r✐sq✉❡ ❞❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❞❡s ✜❧❡s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞❡s
r♦✉t❡✉rs ❞û ❛✉① ❡♥✈♦✐s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ▲❙❆s ❡t ❛✉① ❞é❧❛✐s ❞✬❛tt❡♥t❡ s✉❜✐s ♣❛r ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❝r♦②♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝②❝❧✐q✉❡
❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ♣❡✉t ✐♥❞✉✐r❡ ✉♥ ❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ rés❡❛✉✳
Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ▲❡s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❝♦✉r❛♥t❡s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❖❙P❋
❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ r❛❢r❛î❝❤✐ss❡♠❡♥t✱ très ❧♦♥❣✱ ❞❡s t❛❜❧❡s ❞❡ r♦✉t❛❣❡✱ ❛♣♣❡❧é ♣ér✐♦❞❡
❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s rés❡❛✉① ❖❙P❋ ❞♦♥t ❧❛
t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢réq✉❡♠♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r
❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧✬❡✛❡t ❞✉ r❛♣♣r♦❝❤❡♠❡♥t ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s s✉r ❧❡s ❛rr✐✈é❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s
❛✉① r♦✉t❡✉rs ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❡✉rs ✜❧❡s ❞✬❛tt❡♥t❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❡s ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞✬✉♥ r♦✉t❡✉r✳
▼ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s r♦✉t❡✉rs ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥❣❡st✐♦♥♥és ♣❛r ❧❡ tr❛✜❝ ✧❝❧❛ss✐q✉❡✧ ❞✬✉♥
♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦♠♠♦♥s s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥❣❡r❡✉s❡✱
♣❡✉t ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣ér✐❧ ❧❛ s❛♥té ❞✉ rés❡❛✉✳ ■❧s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❡♥ ❡✛❡t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ♦❜s♦❧èt❡s✳ ▲❡s
♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞✐s♣♦s❡♥t ❞❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡s r❡tr❛♥s♠❡tt❛♥t ❝❡s ♠❡ss❛❣❡s✳ ❈✬❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❝❛s
♣♦✉r ❖❙P❋ q✉✐ r❡tr❛♥s♠❡t ❧❡s ▲❙❆s tr♦♣ â❣és✳ ❈❡❝✐ ❣é♥èr❡ ✉♥ tr❛✜❝ ♣❧✉s ❞❡♥s❡ q✉❡ ♥♦✉s
s♦✉❤❛✐t♦♥s é✈✐t❡r✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ♣r✐s❡s ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡
❧❡s r✐sq✉❡s ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ✭❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧❡s ❞é❧❛✐s ❞✬❛tt❡♥t❡✮ ❡♥ ❛♣♣♦rt❛♥t ❞❡s
❞é❝❛❧❛❣❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝②❝❧❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r✳
▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❛❜str❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡
❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✳ ◆♦✉s ✈❛❧✐❞♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❡t ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧✬é♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡
❛❧❧❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ✶✼ ♥÷✉❞s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✮✱ ♣❛❣❡ ✶✾✳
✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❧❡♠❛♥❞❡✱
❡st s✐♠✉❧é ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡❣rés ❞❡ str❡ss ❞✉ rés❡❛✉✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥
❝❛s ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❞✬✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ à ❧✬❛✉tr❡✳ ◆♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s
✜♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❞❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✳
❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡s ❞é✲
❝❛❧❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉① ✭♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✮✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ré❛❧✐sé
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛s
❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝❛s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❧❡♠❛♥❞❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❛❧♦rs
✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❛✜♥ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ P♦✉r ✜♥✐r✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡
♠❡ss❛❣❡s à ❧✬❡♥tré❡ ❞❡s r♦✉t❡✉rs✳
✹✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥
❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞✉ P❡tr✐ t❡♠♣♦r✐sé✱
♠♦❞è❧❡ t❤é♦r✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❛✜♥ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ✈❛❧✐❞♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❣râ❝❡ à ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❛✈❡❝ ❧✬é♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ê♠❡ rés❡❛✉✳
✹✳✶✳✶ ❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ t❡♠♣♦r✐sé
❯♥ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ st❛♥❞❛r❞ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s
❝♦♥❝✉rr❡♥ts à é✈è♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡
✈ér✐t❛❜❧❡s tr❛❝❡s ❖❙P❋ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✈❛r✐❡ très ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s
♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶ ✭❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ t❡♠♣♦r✐sé✮✳ ❯♥ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ t❡♠♣♦r✐sé ❡st ✉♥ t✉♣❧❡
✭Pl✱ Trans✱ Bwd✱ Fwd✱ M0✱ ϕ✮ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✿
✕ Pl r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❧❛❝❡s ❀
✕ Trans ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❀
✕ Bwd : P × T → N ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛rr✐èr❡✱ q✉✐ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ pi ❡t
✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ tj ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧✬❛r❝ r❡❧✐❛♥t pi à tj ❀
✕ Fwd : T × P → N ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛✈❛♥t✱ q✉✐ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ tj
❡t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ pi ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧✬❛r❝ r❡❧✐❛♥t tj à pi ❀
✕ M : P → N ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❀
✕ ϕ : T → Q ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❧❛❝❡s ♣ré❝é❞❡♥t ✭r❡s♣✳ s✉✐✈❛♥t✮ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ tj ❡st ♥♦té❡ •tj ✭r❡s♣✳
tj•✮✳ ▲❡s ❥❡t♦♥s ♣r♦❣r❡ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛❝❡ à ✉♥❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡♥ ❢r❛♥❝❤✐ss❛♥t ✉♥❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❛♣♣❡❧é t✐r✳ ❯♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ tj ❡st ❞✐t❡ ❛❝t✐✈é❡ s✐ ∀pi ∈•tj ,M(pi) >
Bwd(pi, tj)✳ ▲❡ t✐r ❞❡ tj ❞é❜✉t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s✬❛❝t✐✈❡✳ ❙✐ t r❡♣rés❡♥t❡ ❝❡t ✐♥st❛♥t
❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ t✐r s✬❛❝❤è✈❡ à ❧❛ ❞❛t❡ t+ϕ(tj)✳ ➚ ❝❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞❡s ♣❧❛❝❡s
é✈♦❧✉❡ ✿ ∀pi ∈ P,M(pi) =M(pi) + Fwd(tj , pi)−Bwd(pi, tj)✳
✹✳✶✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥
Prés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ rés❡❛✉✳ ❘❛♣✲
♣❡❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ♣♦✐♥ts ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❡ ❝❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ✭❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ❧❡ ❞é✜♥✐t ❡①❤❛✉s✲
t✐✈❡♠❡♥t✮✳
✕ ▲✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♣r♦❝é❞é ré♣été t♦✉t❡s ❧❡s Tr s❡❝♦♥❞❡s ❀
✹✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ✽✶
✕ à ❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡✱ ❧❡ r♦✉t❡✉r Ri tr❛♥s♠❡t s❛ ✈✐s✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ♣❛r ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡
LSAi ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ di✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ❡✛❡❝t✉❡ ❞❡s ❡♥✈♦✐s ❛✉① ❞❛t❡s
∀k ∈ N, di + kTr + Tt ❀
✕ s✐ Rj ❞é❜✉t❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ LSAi à ❧❛ ❞❛t❡ t✱ ✐❧ t❡r♠✐♥❡ à ❧❛ ❞❛t❡ t + Tt✱ ♦ù Tt
♠❛rq✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡✳ ➚ ❝❡tt❡ ❞❛t❡ ✿
✕ ✐❧ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ❆❈❑ à Ri ❀
✕ s✐ Rj ❛ r❡❝✉❡✐❧❧✐ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣râ❝❡ à LSAi✱ ✐❧ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
▲❙❆ à t♦✉s s❡s ✈♦✐s✐♥s ✭s❛✉❢ Ri✮✳ ❈❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡st ❛❧♦rs r❡ç✉ à ❧❛ ❞❛t❡ t+ Tt+ Te✱
♦ù Te ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❡♥✈♦②❡r ✉♥ ♠❡ss❛❣❡✳
LSAenvi→k
p5
LSAenvi→j
p2 ✵ p4De´buti t5 Ttt2
t3 p3Tr t4 ✵
Processeur
t1 di
❋✐❣✉r❡ ✹✺ ✕ ❈ré❛t✐♦♥ ❞❡ LSAi ❞❛♥s Ri✱ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✳
▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ r♦✉t❡✉r ▼♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥
r♦✉t❡✉r Ri à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✱ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❛tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✿ di✱ Tr✱ Tt ❡t
(bi)i∈{1,...,Nr} ✭q✉❡ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❧♦✐♥✮✳ ▲❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ LSAi✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ r❡ç✉ ✭▲❙❆ ♦✉ ❆❈❑✮ ❡t ❧❛ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ▲❙❆ s✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ❞✬✉♥ t❡❧ rés❡❛✉✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r tr❛✐t❡ ✉♥ s❡✉❧ ♠❡ss❛❣❡ à ❧❛
❢♦✐s ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥✲✐♥t❡rr✉♣t✐❜❧❡✳ ▲❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s s✉✐✈❛♥ts ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés é♥♦♥❝é❡s✳
De´buti
di
Tr ✵
Tt
LSAenvi→k
Tt
❘é❝❡♣t✐♦♥ ❞✬❆❈❑s ❞❡ Rj
LSArecj→i
ACKrecj→i
✵
Tt
❊♥✈♦✐s ❞✬❆❈❑❙ ✈❡rs Rj
✵
✵
Retransmission
Destruction
borne
Tt
ACKreck→i
✵
Tt ✵
✵
Retransmission
Destruction
borne
✵
Processeur LSAenvi→j
❘é❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ▲❙❆s ❞❡ Rj
ACKenvi→j
❊♥✈♦✐s ❞✬❆❈❑❙ ✈❡rs Rk
ACKenvi→k
LSAreck→i
❘é❝❡♣t✐♦♥ ❞✬❆❈❑s ❞❡ Rk
✵
✵
t2
bi
bi
❘é❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ▲❙❆s ❞❡ Rk
❋✐❣✉r❡ ✹✻ ✕ ❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❞✬✉♥ r♦✉t❡✉r Ri ❛②❛♥t ❞❡✉① ✈♦✐s✐♥s✱ Rj ❡t Rk✳
✽✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡
▲❛ ♣❧❛❝❡ Processeur ✿ ❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❥❡t♦♥✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r r❡♣rés❡♥t❡
❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❞❡s ▲❙❆s ❡t ❆❈❑s✳ ■❧
♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❡ Ri✱ ♦ù ✉♥ s❡✉❧ ♠❡ss❛❣❡ ❡st tr❛✐té à ❧❛
❢♦✐s✳ ◗✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t s✬❡✛❡❝t✉❡ ✿ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❡st t✐ré❡ ♣♦✉r rés❡r✈❡r ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❞✉ r♦✉t❡✉r Ri✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
♥✬❡st t✐r❛❜❧❡ q✉❡ s✐ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❡st ❡♥ ❛tt❡♥t❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡✳ ▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣❡✉t
êtr❡ t✐ré❡ ❛♣rès ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞✬❡①❛❝t❡♠❡♥t Tt s❡❝♦♥❞❡s✳ ❈❡❝✐ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡ t❡♠♣s
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ r♦✉t❡✉r Ri ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡✳ ➚ ❝❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡
❞❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ Processeur ❡st ❧✐❜éré❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠❡ss❛❣❡✳ ❈❡
♠é❝❛♥✐s♠❡ ❡st ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✺ ♣❛r ❧❡ ❝②❝❧❡ ✿ Processeur, t4, p5, t5, P rocesseur✳
❈ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ▲❙❆ ✿ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✺ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❝❤❛r❣é❡
❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ LSAi✱ ❞❛♥s Ri✱ ❛✉① ✐♥st❛♥ts ∀k ∈ N, di + kTr✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣❧❛❝❡
De´buti ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❥❡t♦♥✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t1✱ ♣❡✉t êtr❡ t✐ré❡ ❛♣rès di s❡❝♦♥❞❡s✳
❈❡❝✐ ❣é♥èr❡ ✉♥ ❥❡t♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛❝❡ p2 à ❧✬✐♥st❛♥t di ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ❝②❝❧❡
p2, t2, p3, t3 ❣é♥èr❡ ✉♥ ❥❡t♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛❝❡ p4 ❛✉① ✐♥st❛♥ts ∀k ∈ N, di + kTr✳ ❈❡ ❥❡t♦♥ ❡st
❛❧♦rs tr❛✐té ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝r✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡t ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❧✐❜èr❡ ✉♥ ❥❡t♦♥ ♣♦✉r t♦✉t
j ∈ V(Ri) ❞❛♥s ❧❡s ♣❧❛❝❡s LSAenvi→j ✳
❘é❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❆❈❑ ✿ ❧❡s r❡❝t❛♥❣❧❡s ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✻ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡
♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❆❈❑✳ ❯♥ ❥❡t♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛❝❡ ACKrecj→i ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬✉♥
❆❈❑ ❛ été ❡♥✈♦②é ♣❛r Rj à Ri✳ ❈❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡st ❛❧♦rs tr❛✐té s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞é❝r✐t
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✭♣❛❣❡ ✶✽✮ s❛♥s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬❛✉❝✉♥ ♠❡ss❛❣❡✳
❘é❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ▲❙❆ ✿ ❧❡s r❡❝t❛♥❣❧❡s ❡♥ t✐r❡ts s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✻ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ tr❛✐t❡✲
♠❡♥t ❞✬✉♥ ▲❙❆✳ ❯♥ ❥❡t♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛❝❡ LSArecj→i ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬✉♥ ▲❙❆ ❛ été ❡♥✈♦②é
♣❛r Rj à Ri✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs tr❛✐té s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝é❞é q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ♠❡ss❛❣❡s ❡t ❝❡❧❛
❣é♥èr❡ ✉♥ ❆❈❑ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛❝❡ ACKenvi→j ✳ ❈❡tt❡ tâ❝❤❡ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❣é♥ér❡r ✉♥ ▲❙❆
tr❛♥s♠✐s à t♦✉s ❧❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❡ Ri ❡①❝❡♣té Rj ✭t✐r❛❣❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ Retransmission✮✳
❈❡tt❡ ❛❝t✐♦♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❛ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ▲❙❆ ❧♦rsq✉❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦♥t
été ❛♣♣r✐s❡s ♣❛r Ri✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ❛❝t✐♦♥ ♥❡ s❡ ré❛❧✐s❡ ♣❛s✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ Destruction ❡st t✐ré❡
❛✜♥ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡ ❡t ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡ ▲❙❆ tr❛✐té✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♥♦♥✲
❞❛t✐♦♥✱ LSAj ❡st r❡tr❛♥s♠✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ré❝❡♣t✐♦♥✱ ❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✈❛♥t ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠♦❞✲
é❧✐s❡r ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✱ ♥♦✉s ❜♦r♥♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
♣❛r ♣ér✐♦❞❡✳ ❆✐♥s✐✱ Ri ♣❡✉t r❡tr❛♥s♠❡ttr❡ bi ▲❙❆s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ Rj ✳ ❈❡❝✐ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r
❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ bi ❥❡t♦♥s à ❝❤❛q✉❡ ❞é❜✉t ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❛♣♣❡❧é❡s borne✱ ♣❧❛❝é❡s
❞❡✈❛♥t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s Retransmission✳ ❈❡s ❥❡t♦♥s s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❛r❝s
♣♦♥❞érés ♣❛r bi ♣❧❛❝és ❡♥tr❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t2 ❡t ❧❡s ♣❧❛❝❡s borne s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✻✳
▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✻ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ❞✬✉♥
r♦✉t❡✉r Ri ❛②❛♥t ❞❡✉① ✈♦✐s✐♥s Rj ❡t Rk✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ rés❡❛✉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡
tr♦✐s r♦✉t❡✉rs Ri✱ Rj ❡t Rk ♦ù Ri ❡st ❝♦♥♥❡❝té à Rj ❡t Rk✳ ❆✜♥ ❞✬❛❝❤❡✈❡r ❧❡ rés❡❛✉ ✐❧
❢❛✉t r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s r♦✉t❡✉rs Rj ❡t Rk ♣✉✐s ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s✳ ▲❡ r♦✉t❡✉r Ri ❡st ❧✐é
à Rj ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❛ ♣❧❛❝❡ LSAenvi→j ✭r❡s♣✳ ACKenvi→j✮ ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ ♣❧❛❝❡
LSAreci→j ✭r❡s♣✳ ACKreci→j✮ ❡♥ ✐♥sér❛♥t ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ LSAi→j ✭r❡s♣✳ ACKi→j✮ ❛②❛♥t
✉♥ ❞é❧❛✐ ❞✬❡♥✈♦✐ Te✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✼ r❡♣rés❡♥t❡ ❝❡ rés❡❛✉ ❞❡ tr♦✐s r♦✉t❡✉rs✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✶✳✷✳ ▲❡s r♦✉t❡✉rs Rj ❡t Rk ♥✬❛②❛♥t q✉✬✉♥ s❡✉❧ ✈♦✐s✐♥ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❝♦♥s✐s✲
t❛♥t à r❡tr❛♥s♠❡ttr❡ ✉♥ ▲❙❆ r❡ç✉ à s❡s ✈♦✐s✐♥s✱ ❡①❝❡♣té ❧❡ ✈♦✐s✐♥ é♠❡tt❡✉r✱ ♥✬❛ ♣❛s ❧✐❡✉
❞✬êtr❡✳
✹✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ✽✸
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❋✐❣✉r❡ ✹✼ ✕ ❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❞✬✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ tr♦✐s r♦✉t❡✉rs Ri✱ Rj ❡t Rk✳
✹✳✶✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ré❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡
❛❧❧❡♠❛♥❞❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹ ♣❛❣❡ ✶✾✮✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ r♦✉t❡✉r R8✱ ❛②❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥s ✭|V(R8)| = 6✮✳
❉❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ré❡❧✱ ❧❡s ❛rr✐✈é❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ▲❙❆s ❡t ❆❈❑s s♦♥t ❝❛♣t✉ré❡s ♣❛r é♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ❣râ❝❡ ❛✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ◗✉❛❣❣❛ ❘♦✉t✐♥❣ ❙♦❢t✇❛r❡ ❬✻✶❪✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✽ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❛rr✐✈é❡s
❞❡ ▲❙❆s ❡t ❆❈❑s ❛✉ r♦✉t❡✉r R8 ❞✉r❛♥t ✽✵✵✵ s ❧♦rsq✉❡ Tr = 1800 s✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✽ ✕ ➱♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❛rr✐✈é❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❛✉ r♦✉t❡✉r R8 ❧♦rsq✉❡ Tr = 1800 s✳
▲❡s r♦✉t❡✉rs é♠✉❧és ❞✐s♣♦s❡♥t ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✾✵✵ ▼❍③✳ ❯♥ ▲❙❆ ❝♦♠✲
♣♦rt❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✾✻ ♦❝t❡ts ❡t ✉♥ ❆❈❑ ✻✸✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛✐♥❡ ✉♥ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡ ✵✳✽ µ s ♣♦✉r ✉♥ ▲❙❆ ❡t ✵✳✺ µ s ♣♦✉r ✉♥ ❆❈❑✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
❞✬✉♥ ▲❙❆ ✭r❡s♣✳ ❞✬✉♥ ❆❈❑✮ ❡st ✾✻ ♠s ✭r❡s♣✳ ✻✹ ♠s✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♥❡
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ♠♦❞é❧✐s❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦✲
❝❡ss✉s ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥✳ ❯♥ r♦✉t❡✉r ré❡❧ ❛ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝❤❛r❣❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ s♦♥t ❞é✜♥✐s ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♠♣❧èt❡
❞❡s r♦✉t❡✉rs✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ s✐♠✉❧❛t❡✉r ❡st ❝❛❧✐❜ré s✉r ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡ Tr = 1800 s ❞❡ s♦rt❡
q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s s♦✐t ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r é♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉
♠ê♠❡ rés❡❛✉✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❣râ❝❡ ❛✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❘❡♥❡✇ ❬✹✻❪ q✉✐
s✐♠✉❧❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ t❡♠♣♦r✐sés✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✾ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❧♦rs
❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❝réé ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❧❡♠❛♥❞❡ ❧♦rsq✉❡ Tr = 1800 s✱
Tt = 15 s ❡t Te = 30 s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s é♠✉❧és✱
✽✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✾ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❞❡s ❛rr✐✈é❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s
❛✉ r♦✉t❡✉r R8 ❧♦rsq✉❡ Tr = 1800 s✳
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞✉ r♦✉t❡✉r Ri ❡st ❧✐♠✐té à bi =
Nr − 1
4|V(Ri)|
✳ ◆♦t♦♥s
q✉❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ❧❡s ❞é❧❛✐s ✐♥✐t✐❛✉① s♦♥t t♦✉s ✜①és à ✵✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✽ ❡t ✹✾ s❡ r❡ss❡♠❜❧❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ✿ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝❤♦✐s✐s
❝✐✲❞❡ss✉s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❜✐❡♥ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ré❡❧ ❞✬✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥✳ ❈❡s ❞❡✉①
❝♦✉r❜❡s s♦♥t ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ♣ér✐♦❞❡s ❞❡ ✶✽✵✵ s ❡t ♠♦♥tr❡♥t✱ s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡✱ ❞❡s ❛r✲
r✐✈é❡s s♦✉❞❛✐♥❡s ❞✉r❛♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ✽✵✵ s✳ P✉✐s✱ ❧❡s ❛rr✐✈é❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❝❡ss❡♥t
❥✉sq✉✬à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡
❛❜str❛✐t ❝❛♣t✉r❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥✳
❙❛✉❢ ♠❡♥t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ❛ttr✐❜✉♦♥s ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s
(bi)i∈{1,...,Nr}✱ (di)i∈{1,...,Nr}✱ Tr✱ Tt ❡t Te ❧❡s ✈❛❧❡✉rs é♥♦♥❝é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✳
✹✳✶✳✹ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡
❆✜♥ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❡t ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❛✐sé♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é✜♥✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥té ✉♥
♣r♦❣r❛♠♠❡ ✲ ❝♦❞é ❡♥ ❈✰✰ ✲ ❣é♥ér❛♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❞✬✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡
❞♦♥♥é❡✳ ■❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥ ✜❝❤✐❡r t❡①t❡ très s✐♠♣❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r♦✉t❡✉rs✱ Nr ❀
✕ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Tr✱ Tt✱ Te ❀
✕ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s r♦✉t❡✉rs✳
❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❣é♥èr❡ ✉♥ s❡❝♦♥❞ ✜❝❤✐❡r t❡①t❡✱ ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ♣❛r ❘❡♥❡✇✱ ❝♦♥str✉✐s❛♥t
❝❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r ♣✉✐s ❧❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ r♦✉t❡✉rs s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✳ ▲❡ ✜❝❤✐❡r ❡st ré❞✐❣é ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❜❛❧✐s❛❣❡ ❳▼▲ ✿ ❊①t❡♥s✐❜❧❡ ▼❛r❦✉♣
▲❛♥❣✉❛❣❡✳ ■❧ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜❛❧✐s❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❡t ❞❡ ♣❧❛❝❡r ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ✭♣❧❛❝❡s✱ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❧✐❡♥✮✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❛✐sé❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✱ ❧❡s r♦✉t❡✉rs s♦♥t ♣❧❛❝és ❡♥ ❝❡r❝❧❡ ❡t s♦♥t ❞é✜♥✐s s❡❧♦♥ ❧❛ ♠ê♠❡
str✉❝t✉r❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✶✳✸✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ❝♦♥ç✉ ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉
❞❡ P❡tr✐ ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❢♦r♠❛ts ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❧✐❣♥❡s ✿ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡♠❡♥ts ❡♥tr❡ ❧❡s
é❧é♠❡♥ts✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡st❡r ❛✐sé♠❡♥t ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ❧♦❣✐❝✐❡❧s✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ré❛❧✐sé ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❛✜♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❘♦♠é♦ ✭❬✷✵❪✮✳
▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❘❡♥❡✇ ❡st ❝♦♥✜❣✉ré ❛✜♥ ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❞❡s tr❛❝❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❈❡s
❞❡r♥✐èr❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞❛t❡ ❞❡ t✐r❛❣❡ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ à ❧✬❡♥tré❡ ❞✉ ✭♦✉ ❞❡s✮ r♦✉t❡✉r✭s✮ ❞✬✐♥térêt✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ s✬✐♥✲
tér❡ss❡ ❛✉ r♦✉t❡✉r Ri✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ♣♦✉r t♦✉t j ∈ V(Ri) ❞❡s ♣❧❛❝❡s LSAreci→j ❡t ACKreci→j ✳
❘❡♥❡✇ ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ✜❝❤✐❡r t❡①t❡ ♣❛r ♣❧❛❝❡ ♦❜s❡r✈é❡✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳
✹✳✷ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ✽✺
❉❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❈✰✰✱ ❣ér❛♥t ❝❡s ✜❝❤✐❡rs ♦♥t ❛✐♥s✐ été ❞é✈❡❧♦♣♣és✳ ▲❡ ♣r❡✲
♠✐❡r ❢♦✉r♥✐t ❧❡s ❞❛t❡s ❞✬❛rr✐✈é❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣rés❡♥t❡
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❧❡✳
✹✳✷ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡
➱t✉❞✐♦♥s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ s✉r ❧❡s ❛rr✐✈é❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞❡ ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞✉ ❝❛s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s
rés❡❛✉①✱ ♦ù Tr = 1800 s✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❝❛s ❝♦♥❣❡st✐♦♥♥é ❧♦rsq✉❡ Tr = 514 s✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✉♥ ❝❛s à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ Tr = 1000 s✳
✹✳✷✳✶ ❈❛s ❞✬✉♥ tr❛✜❝ ✢✉✐❞❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ét✉❞✐é ❧❡s ❛rr✐✈é❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❧♦rsq✉❡ Tr = 1800 s ✭✈♦✐r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✾✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✵ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡✱ s♦✉♠✐s❡ à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ❞❡
❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞✉ r♦✉t❡✉r R8 ❞✉r❛♥t 105 s ✭❡♥✈✐r♦♥ ✶ ❥♦✉r♥é❡✮ ❧♦rsq✉❡ Tr = 1800 s✳ ❆✉
❞é❜✉t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡✱ R8 r❡ç♦✐t ❡t tr❛✐t❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❛rr✐✈é❡
❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥ ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡✳ P✉✐s✱ ❧❡s ❡♥✈♦✐s ❝❡ss❡♥t ♠❛✐s R8 ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s st♦❝❦és✳
❆✐♥s✐✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❥✉sq✉✬à êtr❡ ✈✐❞❡✳
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t❛
✐❧❧
❡
❞❡
❧❛
✜❧
❡
t❡♠♣s ✭t✮
❋✐❣✉r❡ ✺✵ ✕ ❚❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞✉ r♦✉t❡✉r R8 ❧♦rsq✉❡ Tr = 1800 s✳
✹✳✷✳✷ ❙②stè♠❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥♥é
▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✶ r❡♣rés❡♥t❡✱ à ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❡s ❛rr✐✈é❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❛✉ r♦✉t❡✉r R8 ❞✉r❛♥t
✽✵✵✵ s ❡t✱ à ❞r♦✐t❡✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ s❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞✉r❛♥t 105 s✱ ❧♦rsq✉❡ Tr = 514 s✳ ❖♥ ♣❡✉t
r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❛rr✐✈❡♥t s❛♥s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡r✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ R8 ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s
❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ✈✐❞❡r s❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❡t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ♣rés❡♥ts ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡♥
♣❡r♠❛♥❡♥❝❡✳
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t❛
✐❧❧
❡
❞❡
❧❛
✜❧
❡
t❡♠♣s ✭t✮
❋✐❣✉r❡ ✺✶ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ R8 ❧♦rsq✉❡ Tr = 514 s ✿
❛rr✐✈é❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ✭à ❣❛✉❝❤❡✮✱ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ✭à ❞r♦✐t❡✮✳
✽✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡
✹✳✷✳✸ ❈❛s ❧✐♠✐t❡
▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✷ r❡♣rés❡♥t❡✱ à ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❡s ❛rr✐✈é❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❛✉ r♦✉t❡✉r R8 ❞✉r❛♥t ✽✵✵✵ s
❡t✱ à ❞r♦✐t❡✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ s❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞✉r❛♥t 105 s✱ ❧♦rsq✉❡ Tr = 1000 s✳ ❈❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ❧❡s
❛rr✐✈é❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❞✬✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t s✉✐✈✐❡s ❞❡s ❛rr✐✈é❡s ❞❡ ❧❛
♣ér✐♦❞❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡✱ s✉✣s❛♠♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ♣❡r♠❡t à R8 ❞❡
tr❛✐t❡r ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞❡ s❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❛✈❛♥t ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡
♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❧❡ ❞❡ R8 ♣rés❡♥t❡ ❡♥ ❡✛❡t ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
s②♠♣t♦♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡t ét❛t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ♥❡ s❡ ✈✐❞❡ ♣❛s à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
♣ér✐♦❞❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ✜❧❡ à
❧❛ ✜♥ ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s ✈❛r✐❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡ r♦✉t❡✉r ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❡rt✐✜é❡✳
✵
✺✵
✶✵✵
✶✺✵
✷✵✵
✷✺✵
✸✵✵
✸✺✵
✹✵✵
✹✺✵
✺✵✵
✵ ✶✵✵✵ ✷✵✵✵ ✸✵✵✵ ✹✵✵✵ ✺✵✵✵ ✻✵✵✵ ✼✵✵✵ ✽✵✵✵
♥♦
♠
❜r
❡
❞❡
♠
❡s
s❛
❣❡
s
❛r
r✐
✈é
s
t❡♠♣s ✭t✮
rrr
rr
rr
rr
rr
rrr
rr r
r rr
rr
rr
rr
rrr
rrr
rr
rrrr
rr rr
rr
rrr
rrr
rrr
r rr
rr r
r rr
rr
rr
rrr
rr
rr
rr
rrr
rrr r
rr
rrr
rr
rr
rrr
rrr
rrrr r
rrr r
rr
rr
rr
rrr
rrr
rrrr
rrr r
rrr
r rr
rr
rrr
rr
rr
rrrr
rrr
rr r
rrr
rr
rr
rrr
rr
rrr
rrr
rr r
r
✵
✺
✶✵
✶✺
✷✵
✷✺
✸✵
✸✺
✵ ✶✵✵✵✵ ✷✵✵✵✵ ✸✵✵✵✵ ✹✵✵✵✵ ✺✵✵✵✵ ✻✵✵✵✵ ✼✵✵✵✵ ✽✵✵✵✵ ✾✵✵✵✵✶✵✵✵✵✵
t❛
✐❧❧
❡
❞❡
❧❛
✜❧
❡
t❡♠♣s ✭t✮
❋✐❣✉r❡ ✺✷ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ R8 ❧♦rsq✉❡ Tr = 1000 s ✿
❛rr✐✈é❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ✭à ❣❛✉❝❤❡✮✱ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ✭à ❞r♦✐t❡✮✳
✹✳✷✳✹ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❞❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r ❛❝q✉✐❡rt ❞❡
♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛✉tr❡ r♦✉t❡✉r✳ P♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . , Nr} ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥
bi =
Nr − 1
4|V(Ri)|
♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s r❡q✉✐s❡✳ ❋♦❝❛❧✐s♦♥s ♥♦✉s s✉r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s r❡ç✉s
❞✉r❛♥t ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ♣❛r ✉♥ r♦✉t❡✉r✳
❆❈❑ ❡♥✈♦②é ❡♥ ré♣♦♥s❡ ❛✉ LSAi r❡ç✉
❥
❡♥✈♦✐ ❞❡ LSAi à ❧✬ét❛♣❡ j
✶ ✶
✷✷
✶
✷
✷✷
Ri
Rj
❋✐❣✉r❡ ✺✸ ✕ ■♥♦♥❞❛t✐♦♥ ❞❡ LSAi ✿ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ♣♦✉r ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡♥
❛r❜r❡
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✶✳ ◆♦t♦♥s NMR(j) ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s r❡ç✉s ♣❛r ❧❡ r♦✉t❡✉r Rj ❞✉r❛♥t
✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r Tr✳ ❆❧♦rs✱
NMR(j) > Nr|V(Rj)|.
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥❝❡♥tr♦♥s✲♥♦✉s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ s✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡s rés❡❛✉① ❛②❛♥t ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡
❡♥ ❛r❜r❡ ❡t ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ é❣❛❧✐té✳ ❈♦♠♣t♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
✹✳✷ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ✽✼
♠❡ss❛❣❡s é♠✐s ♣❛r Ri ♣♦✉r Rj ✳ ❉❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① s♦rt❡s ❞❡
♠❡ss❛❣❡s ✿ ❧❡s ▲❙❆s ❡t ❧❡s ❆❈❑s✳ ❙✐ Ri ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ Rj r❡ç♦✐t LSAi ✉♥❡
s❡✉❧❡ ❢♦✐s ✿ ❧♦rs ❞❡ s♦♥ é♠✐ss✐♦♥ ♣❛r Ri✳ ❆❧♦rs✱ Rj r❡♥✈♦✐❡ LSAi à s❡s ❡♥❢❛♥ts✳ ■❧ r❡❝❡✈r❛
❛❧♦rs ✉♥ ❆❈❑ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✸✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♠❡ss❛❣❡s r❡ç✉s ♣♦✉r ❧✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ❞❡ LSAi ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
✈♦✐s✐♥s ❞❡ Rj ✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❡♥✈♦✐ ❞❡ LSAj ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✳ ▲❡ r♦✉t❡✉r Rj
❡♥✈♦✐❡ ❝❡ ▲❙❆ à t♦✉s s❡s ✈♦✐s✐♥s ❡t r❡ç♦✐t ❡♥ é❝❤❛♥❣❡ ✉♥ ❆❈❑ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❊♥
❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ Rj r❡ç♦✐t ❡①❛❝t❡♠❡♥t Nr|V(Rj)| ♠❡ss❛❣❡s✳
➱t✉❞✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐s✲
s✐♦♥ ❞❡ LSAi s❡ ❢❛✐t s❡❧♦♥ ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ (Rj , Rk) ❡st ✉♥ ❛r❝
❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t s✐ Rk r❡ç♦✐t ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧❡ LSAi tr❛♥s♠✐s ♣❛r Rj ✳ ❉♦♥❝✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❣é♥ér❛❧✱ Rj r❡ç♦✐t ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉t❛♥t ❞❡ LSAi q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛r❜r❡
❝♦✉✈r❛♥t✳ ❈❡❝✐ ❢♦✉r♥✐t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞♦♥♥é❡✳
▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s tr❛✐tés ♣❛r Rj ❞✉r❛♥t ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ s✬é❧è✈❡ à 1 +NMR(j)✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ✐❧ tr❛✐t❡ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s r❡ç✉s ❛✐♥s✐ q✉❡ LSAj ✳ ◆♦t♦♥s NMT (j) ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ✿
NMT (j) = Nr|V(Rj)|+ 1.
❙✐ ✉♥ r♦✉t❡✉r ♥✬❛ ♣❛s ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ tr❛✐t❡r t♦✉s ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞❡ s❛ ✜❧❡ ❛✈❛♥t ❧❛ ✜♥
❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡✱ ✉♥❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ s❡ ❢♦r♠❡ à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ rés❡❛✉✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ s❡
♣r♦❞✉✐r❛ s✐ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉✐✈❛♥t❡ s✉r Tr ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✷✳ ❙✐ Tr < TtNMT (j)✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❡ Rj t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✶✳
❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✷✳✸✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✸✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✶
❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s r❡ç✉s ♣❛r Rj (|V(Rj)| = 4) ❡st NMT (j) = 9×4+1 = 37✳
❆❧♦rs✱ s✐ Tt ❡st ✜①é à ✶✺ s ❡t s✐ Tr < 15 × 37 = 555 s ❧❡ rés❡❛✉ ❡st ❝♦♥❣❡st✐♦♥♥é✳ ▲❛
✜❣✉r❡ ✺✹ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ♣rés❡♥t❛♥t ❝❡tt❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉r❛♥t
4.105 s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ Tr = 554 s✱ Tt = 15 s✱ Te = 30 s✳ ❊❧❧❡ ♣rés❡♥t❡
♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛tt❡♥❞✉❡ ✿ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❧❡ ❞❡ Rj ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❞✬✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ à ❧✬❛✉tr❡✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛②❛♥t été ré❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ♣ér✐♦❞❡ ❛ss✉r❛♥t ❧❛
❝♦♥❣❡st✐♦♥✱ ❧❡ r♦✉t❡✉r ❛ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❛❝❤❡✈é❡✳
❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❧❡ ✈❛r✐❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣✳
✵
✶✵
✷✵
✸✵
✹✵
✺✵
✻✵
✼✵
✽✵
✵ ✺✵✵✵✵ ✶✵✵✵✵✵ ✶✺✵✵✵✵ ✷✵✵✵✵✵ ✷✺✵✵✵✵ ✸✵✵✵✵✵ ✸✺✵✵✵✵ ✹✵✵✵✵✵
t❛
✐❧❧
❡
❞❡
❧❛
✜❧
❡
t❡♠♣s ✭t✮
❋✐❣✉r❡ ✺✹ ✕ ❚❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❡ Rj ♣♦✉r ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❛r❜r❡✱ ❧♦rsq✉❡ Tr =
554 s✳
✽✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡
✹✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉① ♦♣t✐♠❛✉①
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ s✐♠✉❧❛♥t ❧❡
♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❖❙P❋✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❛✐❞❡ à ❞é✜♥✐r ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ r❛❢r❛î❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ s❛♥s ✐♠♣❧✐q✉❡r ❞❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❛✛❡❝t❡r ❧❡s
❞é❝❛❧❛❣❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r ❛✜♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡
❧❡✉rs ✜❧❡s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s t❡♥té ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❞é❝❛❧❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉① ♣❛r ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✳ ❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ à ♣❛r❛♠ètr❡s ❛ été ré❛❧✐sé
❛✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♦♥t été ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❣râ❝❡ ❛✉
❧♦❣✐❝✐❡❧ ❘♦♠é♦ ✭❬✷✵❪✮✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s
❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❍é❧❛s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s r❡♥❞♦♥s ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❛ tr♦♣ ❣r❛♥❞❡
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ✉♥❡ t❡❧❧❡ ét✉❞❡✳ ❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❢✉t
❛❧♦rs t❡♥té ✿ ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s à ❝❤❛q✉❡ t❡st✱ ♣✉✐s r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s✳ ❈❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s♦♥t ré❛❧✐sé❡s ❣râ❝❡ ❛✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❉❉❉ ✭❬✶✻❪✮✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱
❧à ❡♥❝♦r❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❤❡✉rt♦♥s à ✉♥❡ tr♦♣ ❣r❛♥❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st rés♦❧✉ ❡♥ ✐♥❢ér❛♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♣✉✐s
❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧❛♥t✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡st s✐♠♣❧✐✜é ❡♥ ❛❞♦♣t❛♥t
❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t✳ ❙❡✉❧s ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❝♦♥tr✐❜✉❛♥t ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ s♦♥t
♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✿ ✉♥ ▲❙❆ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ Rj ♥✬❡st r❡tr❛♥s♠✐s ♣❛r Ri q✉❡ s✬✐❧ ❧❡ r❡ç♦✐t ♣♦✉r
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♥❡ ♠♦❞é❧✐s♦♥s ♥✐ ❧❡s ❆❈❑s✱ ♥✐ ❧❡s ▲❙❆s ❛rr✐✈❛♥t ❛♣rès ❧❡
♣r❡♠✐❡r ▲❙❆ ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ ✭❡♥ ❝❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r✮✳
✹✳✸✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s
◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡s ✐♥♦♥❞❛t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❧❡s ✉♥❡s ❞❡s
❛✉tr❡s ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ s✉r ❧✬❛✉tr❡✳ ◆♦✉s ❞✐r♦♥s q✉❡ ❞❡✉①
♣ér✐♦❞❡s ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t✱ s✐ ❡♥ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ r♦✉t❡✉r✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ▲❙❆ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡
s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉✬✉♥ ▲❙❆ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥❡
❛✉tr❡ ♣ér✐♦❞❡✳
❆✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t
❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ rés❡❛✉ G = (V,E)✱ ♦ù V = {R1, . . . , RNr} ❡t E ⊆ V × V ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ r♦✉t❡✉rs✳ ❙✐ (Ri, Rj) ∈ E✱ ❛❧♦rs ❚
(i,j)
t r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
❡♥tr❡ Ri ❡t Rj ✱ ❡t ❚
(i,j)
t =∞ s✐ (Ri, Rj) /∈ E✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❞❛♥s Ri✱
❡♥tr❡ s❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❡t s♦♥ ❡♥✈♦✐✱ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [δi,∆i[✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
❞é✜♥✐ ♣♦✉r ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡✳
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r Ii,j ✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞✬✉♥ ▲❙❆ é♠✐s ♣❛r Ri ♣♦✉r Rj s✐
❧✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ❧❛ ❞❛t❡ ✵✳ ❙✐ i = j✱ ❛❧♦rs Ii,i = [0, 0]✱ s✐♥♦♥ Ii,j = [ζi,j , ψi,j [ ♦ù
ζi,j = mink∈{1,...,Nr} ζi,k + δk + ❚
(k,j)
t ❡t ψi,j = mink∈{1,...,Nr} ψi,k +∆k + ❚
(k,j)
t .
▲❡s ✈❛❧❡✉rs ζi,k + δk ❡t ψi,k + ∆k r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❞❛t❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡t
♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ Rk ❞✬✉♥ ▲❙❆ é♠✐s ♣❛r Ri✳ ◆♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ζi,j ❡t
ψi,j ✱ ❣râ❝❡ à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♠✉♥✐ ❞❡s
❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬❛r❝ (δi + ❚
(i,j)
t ) ❡t (∆i + ❚
(i,j)
t ) ❡t ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ζ = (ζi,j) ❡t ψ = (ψi,j) ❧❡s
♠❛tr✐❝❡s ❞❡s ♣❧✉s ❝♦✉rts ❝❤❡♠✐♥s✳ ❊❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋❧♦②❞✲❲❛rs❤❛❧❧✳ ▲❡s ♠❡ss❛❣❡s é♠✐s ♣❛r Ri s♦♥t r❡ç✉s ♣❛r Rj ❞❛♥s ✉♥
✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s Di,j = [ζi,j , γi,j [= [ζi,j , ψi,j + ∆j [✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❡s
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡st ♥♦té❡ D = (Di,j) ✳
✹✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉① ♦♣t✐♠❛✉① ✽✾
R1
R3 R4
R2
[δ1,∆1[= [1, 2[
[δ4,∆4[= [2, 3[
[δ2,∆2[= [1, 3[
✶
✷
✺
✷
[δ3,∆3[= [1, 2[
❋✐❣✉r❡ ✺✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ à ✹ r♦✉t❡✉rs✳
❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✸✳✶ ✭❚❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r ❞❛♥s ❧❡s r♦✉t❡✉rs✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✺ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ t♦♣♦❧♦✲
❣✐❡ s✐♠♣❧❡ ❛②❛♥t ✹ r♦✉t❡✉rs✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ D ❡st ✿
D =


[0, 2[ [2, 6[ [5, 9[ [8, 14[
[2, 6[ [0, 3[ [3, 7[ [6, 12[
[5, 9[ [3, 7[ [0, 2[ [3, 7[
[9, 14[ [7, 12[ [4, 7[ [0, 3[

 .
❙✐ ❧✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ r♦✉t❡✉r Ri ❞é❜✉t❡ à ❧❛ ❞❛t❡ di✱ s♦♥ ♣r❡♠✐❡r ▲❙❆ r❡ç✉
♣❛r Rj ❡st ❛✉ ♣✐r❡ ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❝❡ s❡r✈❡✉r ❞✉r❛♥t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ di+Di,j = [di+ζi,j , di+γi,j ]✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ♣ér✐♦❞❡s ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ s♦♥t é✈✐té❡s ❡♥ Rj ✱ s✐ ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s
❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s (di+Di,j)i∈{1,...,Nr} s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❡t ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡
s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st r❡s♣❡❝té❡
∀i, j, k ∈ {1, . . . , Nr}, i 6= k ⇒ di +Di,j ∩ dk +Dk,j = ∅.
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s✐ ✿
∀i, j, k ∈ {1, . . . , Nr}, i 6= k ⇒
{
di + γi,j ≤ dk + ζk,j ♦✉
dk + γk,j ≤ di + ζi,j .
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ tr✐♣❧❡t (i, j, k)✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s é♥♦♥❝é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t ❡①❝❧✉s✐✈❡s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ γi,j > ζi,j ✱ s✐ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ✈ér✐✜é❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♥❡ ♣❡✉t ❧✬êtr❡✳
❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❛ ♣r❡✲
♠✐èr❡ ❡t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✬✐❧ ② ❛ ♣❛s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉①✲❧à✱ ✐❧ ♥✬② ❡♥ ❛✉r❛ ❥❛♠❛✐s✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳
∀i, j, k ∈ {1, . . . , Nr},
di + γi,j ≤ dk + ζk,j ♦✉
dk + γk,j ≤ di + ζi,j ❡t
dk + γk,j ≤ di + Tr + ζi,j ❡t
di + γi,j ≤ dk + Tr + ζk,j
✭✹✳✶✮
▲❡s ❞❡✉① ❝❛s s♦♥t ✐❧❧✉strés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✻✳ ◆♦t♦♥s q✉✬❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s❛t✲
✐s❢❛✐t❡s✱ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❡st ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡ ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
s✐ dk + γk,j ≤ di + ζi,j ✱ ❛❧♦rs é✈✐❞❡♠♠❡♥t dk + γk,j ≤ di + Tr + ζi,j ✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à rés♦✉❞r❡ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs (di)i∈{1,...,Nr} ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ t♦✉t❡s
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦✐❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ❡t q✉❡ Tr s♦✐t ♠✐♥✐♠✐sé✳
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✷✳ ❙♦✐❡♥t (ζi,j)i,j∈{1,...,Nr}✱ (γi,j)i,j∈{1,...,Nr} ❡t Tr✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❛♥t
à tr♦✉✈❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs (di)i∈{1,...,Nr} s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✮ ❡st ◆P✲
❝♦♠♣❧❡t✳
✾✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡
(1)
(2)
d′k +Dk,j d
′
k + Tr +Dk,j
dk +Dk,j dk + Tr +Dk,j
di +Di,j di + Tr +Di,j
d′i + Tr +Di,jd
′
i +Di,j
❋✐❣✉r❡ ✺✻ ✕ ❉✐✛ér❡♥ts ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▼❛♥✐❢❡st❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ◆P✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛✛❡❝✲
t❛t✐♦♥ ❞❡s (di)i∈{1,...,Nr} ❡t ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ Tr✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
s✐ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ✭✐❧ ② ❛ O(N3r ) ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✮✳
P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ré❞✉✐r❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉
✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s✳
✭⇒✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡t ♣♦♥❞éré ❞♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s✱ ♣♦s✐t✐❢s✱ ❞❡s ❛r❝s ✭❞❡
✈❛❧❡✉r w(ℓ, n)✮ s❛t✐s❢♦♥t à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉s ♥÷✉❞s ℓ,m, n✱ w(ℓ,m) +
w(m,n) ≤ w(ℓ, n)✳ ❙♦✐t γi,j = maxk∈{1,...,Nr}w(k, i) ❡t ζi,j = γk,j −w(i, k)✳ ❈❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
s♦♥t ❛✛❡❝té❡s ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ j s❛t✐s❢❛✐s❛♥t di−dk ≥ γk,j−ζi,j ✱ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
s✬❛♣♣❧✐q✉❡r❛ à t♦✉t j✱ ❝❛r γk,j − ζi,j = wi,k✳
❙♦✐t (di)i∈{1,...,Nr} ❡t Tr ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝②❝❧❡
❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞❡ ♣♦✐❞sW ≤ Tr ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té
q✉❡ d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dNr ✳ ❆✐♥s✐✱ w(1, 2) + w(2, 3) + · · · + w(Nr, 1) ≤ (d2 − d1) + (d3 −
d2) + · · ·+ (d1 − dNr + Tr) = Tr.
✭⇐✮ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞❡ ♣♦✐❞s W ✱ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥t✱ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❛✉ ❝②❝❧❡ 1, 2, . . . , Nr✳ P♦s♦♥s d1 = 0 ❡t di =
di−1 + w(i − 1, i)✳ ❈❤❛q✉❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st r❡s♣❡❝té❡ ♣♦✉r t♦✉t (di)i∈{1,...,Nr} ❡t Tr = W
❡st ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✿ s✐ k > i✱ dk − di = w(i, i+ 1) + · · ·+ w(k − 1, k) ≥ w(i, k)✳ ❉❡
♣❧✉s✱ (di +W )− dk = w(k, k + 1) + · · ·+ w(Nr, i) + · · ·+ w(i− 1, i) ≥ w(k, i)✳
❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧✉s ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❞❡s ❝❛s✱ ❞✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
Tr s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬❛✉
♣❧✉s Tr✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳
✹✳✸✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ét✉❞✐é ♣❡✉t s❡ rés♦✉❞r❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥t✐èr❡s ❡t ♥♦♥✲❡♥t✐èr❡s✳ ❯♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
rè❣❧❡s ❡①♣r✐♠❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
à rés♦✉❞r❡✳
■❝✐✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s
di + γi,j ≤ dk + ζk,j ♦✉
dk + γk,j ≤ di + ζi,j
❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥t✐èr❡s✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
dk − di ≥ bi,k,j ♦✉ di − dk ≥ bk,i,j
❧♦rsq✉❡ bi,k,j = γi,j − ζk,j ✳ P♦s♦♥s B = maxi,j,k bi,k,j ✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✸✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . , Nr}✱
di ∈ [0, BNr]✳
✹✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉① ♦♣t✐♠❛✉① ✾✶
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ di = (i − 1)B ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ é✈✐❞❡♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ∀i < k✱
∀j ∈ {1, . . . , Nr}✱ dk−di = (k−i)B ≥ B ≥ bi,k,j ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ∀i, k, j✱ dk−di = (Nr−k+i)B ≥
B ≥ bi,k,j ✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✹✳ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✈❛♥ts s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳
✭✐✮ di, dk ∈ [0, BNr] ❡t ✭dk − di ≥ bi,k,j ♦✉ di − dk ≥ bk,i,j✮
✭✐✐✮ di, dk ∈ [0, BNr]✱ q ∈ {0, 1} ❡t dk−di+(1−q)BNr ≥ bi,k,j ❡t di−dk+qBNr ≥ bk,i,j✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✭⇒✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s (i) s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ ❆❧♦rs✱
✕ s♦✐t ❧✬✐♥éq✉❛t✐♦♥ dk − di ≥ bi,j,k ❡st ✈ér✐✜é❡ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ (ii) s♦♥t
s❛t✐s❢❛✐t❡s ❛✈❡❝ q = 1 ✭❝❛r ♥♦✉s ❛✈♦♥s dk − di ≥ bi,j,k ❡t di − dk + BNr ≥ BNr ≥
bk,i,j✮ ❀
✕ s♦✐t ❧✬✐♥éq✉❛t✐♦♥ di− dk > bk,i,j ❡st ✈ér✐✜é❡ ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ (ii) s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s
❛✈❡❝ q = 0✳
✭⇐✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s (ii) s♦♥t ❛ss✉ré❡s✳ ❙✐ q = 1✱ ❛❧♦rs✱ ✐❧ ❡st
tr✐✈✐❛❧ q✉❡ dk − di ≥ bi,j,k ❡t s✐ q = 0✱ ❛❧♦rs di − dk ≥ bk,i,j ✳ ❈❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳
❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t✳
❖❜❥❡❝t✐❢ ✿ ♠✐♥✐♠✐s❡r Tr
❈♦♥tr❛✐♥t❡s ✿ ∀i, j, k ∈ {1, . . . , Nr}, i 6= k, 0 ≤ di ≤ BNr, qi,k,j ∈ {0, 1}


dk − di + (1− qi,j,k)BNr ≥ bi,k,j
di − dk + qi,j,kBNr ≥ bk,i,j
dk − di ≤ Tr −maxj∈NNr bk,i,j
❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✸✳✺✳ ❆✈❡❝ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✺✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t Tr = 28 s✱ ❧♦rsq✉❡
d1 = 0 s✱ d2 = 21 s✱ d3 = 14 s ❡t d4 = 5 s✳
▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❛ ❞❡✉① ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞é❝❛❧❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉① ♣♦✉r ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞s
rés❡❛✉① ❡st tr♦♣ ❧♦♥❣✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ Tr ❡t q✉❡
❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❝✐❜❧❡ ❡st T ′r > Tr✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs di − dk ❡♥
(di − dk)T
′
r/Tr✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡st ❤é❧❛s ♣❛s ❛ss✉ré ♣❛r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ tr♦✉✈é❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
s✉✐✈❛♥t ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳
✹✳✸✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥
❙✐♠♣❧✐✜♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣❧✉s ❢♦rt❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ P♦s♦♥s
ci,k = maxk∈NNr bi,k,j ✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✿
ci,k ≤ dk − di ≤ Tr − ck,i ♦✉ ck,i ≤ di − dk ≤ Tr − ci,k. ✭✹✳✷✮
▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✻✳ ❙✐ (di)i∈{1,...,Nr} ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✳ ✭✹✳✷✮
❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ Tr✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ T ′r > Tr✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st
(T
′
r
Tr
di)✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ ci,k ≤ dk − di ≤ Tr − ck,i✱ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡
T ′r
Tr
≥ 1✱ ♦♥ ❛ T
′
r
Tr
(dk − di) ≥
dk − di ≥ ci,k✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱
T ′r
Tr
(dk − di) =
T ′r
Tr
(Tr − ck,i) = T
′
r −
T ′r
Tr
ck,i ≤ T
′
r − ci,k✳
✾✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉①✳
❉♦♥♥é❡s ✿ ci,j ✳
❘és✉❧t❛ts ✿ d1, . . . , dNr ✱ Tr✳
❉é❜✉t✶
U ← ∅ ❀✷
O ← {1, . . . , Nr}❀✸
P♦✉r t♦✉s i ∈ O ❢❛✐r❡ di ← 0❀✹
❚❛♥t q✉❡ O 6= ∅ ❢❛✐r❡✺
o← Argmini∈Odi❀✻
O ← O \ {o}❀✼
P♦✉r t♦✉s i ∈ O ❢❛✐r❡ di ← max(di, do + co,i)❀✽
P♦✉r t♦✉s i ∈ U ❢❛✐r❡ Tr ← max(Tr, do − di + co,i)❀✾
U ← U ∪ {o}❀✶✵
✜♥✶✶
▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s r❡st❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ✭❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✷
❡st ❡♥ ❡✛❡t t♦✉❥♦✉rs ✈❛❧✐❞❡✮✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✱ ❞❡ t②♣❡ ❣❧♦✉t♦♥✱ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❛✜♥ ❞❡
❞é✜♥✐r ❧❡s ❞é❝❛❧❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉① ❡t ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ♣ér✐♦❞❡✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❛✛❡❝t❡ ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❛✉①
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞é❝❛❧❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉① ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é✜♥✐s✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✼✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✹✳✷✮ t❡❧❧❡s q✉❡ i, k ∈ U
s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▼♦♥tr♦♥s ❝❡ rés✉❧t❛t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ▲♦rsq✉❡ U = ∅ ♦✉ |U | = 1✱ ❧❡ ré✲
s✉❧t❛t ❡st tr✐✈✐❛❧ ♣✉✐sq✉❡ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥✬❡st ✐♠♣❧✐q✉é❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬❛✣r♠❛t✐♦♥
❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r U ❡t ♣♦s♦♥s o ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ é❧é♠❡♥t ❛❥♦✉té à U ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❉✬❛♣rès
❧❛ ❧✐❣♥❡ ✽✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ do ≥ maxi∈U di + ci,o✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ U ✱ do − di ≥ ci,o✳
❉✬❛♣rès ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✾✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ U ✱ Tr ≥ do− di+ co,i✱ ❛❧♦rs do− di ≤ Tr − co,i✳ ❉♦♥❝ ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t o s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ Tr ♣❡✉t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉❣✲
♠❡♥t❡r✱ s✐ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥tr❡ i ❡t j✱ i, j ∈ U s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s à ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱
❡❧❧❡s r❡st❡ s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣♦✉r ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳
❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✸✳✽ ✭❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✮✳ ❙✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✺✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s
C = (ci,j) =


0 8 11 14
6 0 9 12
9 7 0 7
14 12 9 0

 .
❆✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ t♦✉s ❧❡s ❞é❝❛❧❛❣❡s s♦♥t ✐♥✐t✐❛❧✐sés à ✵ ✭∀i ∈ {1, 2, 3, 4} di = 0✮✳
❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✻ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❞é❝❛❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R1 ❡st ❝❤♦✐s✐ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❛❧♦rs ♠✐s❡s à ❥♦✉r à d1 = 0 s✱
d2 = max(0, d1 + c1,2) = 8 s✱ d3 = 11 s ❡t d4 = 14 s ❀ Tr = 0 s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ R2 ❡st ❝❤♦✐s✐
❡t ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♠✐s❡s à ❥♦✉r s✉✐✈❛♥t❡s d3 = max(d3, d2 + c2,3) = 17 s ❡t d4 = 20 s ❀
Tr = max(Tr, d2 − d1 + c2,1) = 14 s✳ ❈❡❝✐ ❞♦♥♥❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ d1 = 0 s✱ d2 = 8 s✱ d3 = 17 s✱
d4 = 24 s ❡t Tr = 38 s✳
❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ rés♦❧✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❞❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ❡♥t✐èr❡s✮ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s qi,k.j ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞é❝r✐t ❛✉ ♣❛r❛✲
❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣❛r qi,k ✭❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ j ❡st ♦✉❜❧✐é✮✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥❞✉✐t ❛✉① ♠ê♠❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✹✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉① ♦♣t✐♠❛✉① ✾✸
q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s Tr = 36 s✱ ❛✈❡❝ d1 = 0 s✱ d2 = 30 s✱
d3 = 11 s ❡t d4 = 18 s✳ ❙✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦tr❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡st ❞♦♥❝ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❝✐❜❧❡ ❛ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r T ′r < Tr✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ tr♦✉✈❡ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉✬✉♥ s❡✉❧ ♠❡ss❛❣❡ s♦✐t
♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r à t♦✉t ✐♥st❛♥t✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t
q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❧❡✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✾✳ ❙♦✐❡♥t ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r Tr ❡t (di)i∈{1,...,Nr} ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞é❝❛❧❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉① ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳ ❙✐ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❡st ♠♦❞✐✜é❡ à T ′r < Tr✱ ❧❛ ♠ê♠❡
❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❛ss✉r❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ♣❧✉s ❞❡ ⌈Tr
T ′r
⌉ ♠❡ss❛❣❡s ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡
❞❡ ❝❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ⌈Tr
T ′r
⌉ = q ❡t ♥✉♠ér♦t♦♥s mji ❧❡ j
ie`me ♠❡ss❛❣❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ r♦✉t❡✉r
Ri✳ P♦✉r ℓ ∈ {0, . . . , q − 1}✱ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t
♣❧✉s✐❡✉rs ♠❡ss❛❣❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ (mkq+ℓi )k∈N,i∈NNr ✱ ❝❛r qT
′
r ≥ Tr✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✐❧ ♥❡
♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ♣❧✉s ❞❡ q ♠❡ss❛❣❡s ❞❛♥s ✉♥ r♦✉t❡✉r✳
✹✳✸✳✹ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞é❝❛❧❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉①
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐
♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❧❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ✶✼ ♥÷✉❞s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞é❝❛❧❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉① s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és
♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ❡t q✉❡ Tr = 1800 s✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐♠✐t❡ ✿ Tr = 1000 s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸
❆✈❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❞é✜♥✐r ❧❡s t❡♠♣s
❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡t ❞❡ sé❥♦✉r à ✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳
✕ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛ ❞é❥à été ✜①é ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✮ ✿
∀(i, j) ∈ E, ❚(i,j)t = Te = 30 s✳
✕ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r Ri✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r ❡st ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ é❣❛❧ ❛✉ t❡♠♣s ❞❡
tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ❉♦♥❝ ∀i ∈ V(Ri), δi = Tt = 15 s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❝❛s ♦ù ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❡st
✈✐❞❡✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r ♠❛①✐♠❛❧ ❡st ❡①tr❛✐t ❞✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❡♥✈✐r♦♥ ✸
❥♦✉rs✱ s♦✐t 3.105 s✮ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❧♦rsq✉❡ t♦✉s ❧❡s ❞é❝❛❧❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉① s♦♥t ♥✉❧s✳
❉✉r❛♥t ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❧❡ ❞❡ Ri ❡st Qi✳ ❆❧♦rs ❧❡ t❡♠♣s
❞❡ sé❥♦✉r ♠❛①✐♠❛❧ ❡st ∆i = QiTt✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✸✳✶✵✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r ♣❛r ❝❡ ❜✐❛✐s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
t♦✉s ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❝✐r❝✉❧❛♥t ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ❞✉r❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ❡t ♣❛s ✉♥✐q✉❡✲
♠❡♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ▲❙❆ é♠✐s ♣❛r ❝❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r✳
▲✐st♦♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r ✿
Q = (7, 8, 13, 2, 2, 17, 8, 37, 4, 5, 13, 2, 2, 3, 13, 6, 2).
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ Tr = 1800 s
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ❞é❝❛❧❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉① s✉✐✈❛♥ts ✿
d = (0, 105, 1200, 810, 75, 255, 420, 1335, 1035, 1080, 1155, 1530, 630, 330, 780, 330, 1680).
✾✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡
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t❛
✐❧❧
❡
❞❡
❧❛
✜❧
❡
t❡♠♣s ✭t✮
❋✐❣✉r❡ ✺✼ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ R8 ❧♦rsq✉❡ Tr = 1800 s ❛✈❡❝ ❞é❝❛❧❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉① ✿
❛rr✐✈é❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ✭à ❣❛✉❝❤❡✮✱ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ✭à ❞r♦✐t❡✮✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✼ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞✉ r♦✉t❡✉r R8 ❧♦rsq✉❡
Tr = 1800 s ❡t q✉❡ ❧❡s ❞é❝❛❧❛❣❡s s♦♥t ❝❡✉① ❝❛❧❝✉❧és ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡
❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t Max8 = 25✳ ❈❡❝✐ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s❛♥s
❧❡s ❞é❝❛❧❛❣❡s ♦♥ ❛✈❛✐t ♦❜t❡♥✉ Max8 = 37✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❧❡ ❡st ❞és♦r♠❛✐s
♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✶✵✳
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ Tr = 1000 s
▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✽ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❛rr✐✈é❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛t✲
t❡♥t❡ ❞❡ R8 ❞✉r❛♥t ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ 105 s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞é❝❛❧❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉① s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és
♣❛r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ s✐ Tr = 1000 s✳ ■❝✐✱ ❧✬ét❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡✱
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✐❧❧
❡
❞❡
❧❛
✜❧
❡
t❡♠♣s ✭t✮
❋✐❣✉r❡ ✺✽ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ R8 ❧♦rsq✉❡ Tr = 1000 s ❛✈❡❝ ❞é❝❛❧❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉① ✿
❛rr✐✈é❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ✭à ❣❛✉❝❤❡✮✱ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ✭à ❞r♦✐t❡✮✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ Tr = 1000 s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ❧✐♠✐t❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❡t ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ r♦✉t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s
❝❤❛r❣é✱ R8✱ ❛✐t ❥✉st❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛✐t❡r t♦✉s ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞✬✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❛✈❛♥t ❧❡ ❞é❜✉t
❞❡ ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❞é❝❛❧❡r ❧❡s ❡♥✈♦✐s ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♥térêt ♣♦✉r ❝❡ r♦✉t❡✉r✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s s✉r ❧❡s r✐sq✉❡s ❞❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❞❡s ✜❧❡s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❡t ❧❡s ❞é❧❛✐s ❞❡
♠❡ss❛❣❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❝♦♥s✐st❛✐t à ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✛❡❝t❛♥t ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✜♥ ❞❡
❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♦❜s❡r✈é t♦✉t ❡♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉
♣r♦t♦❝♦❧❡✳
✹✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉① ♦♣t✐♠❛✉① ✾✺
◆♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♣rés❡♥té ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♥♦♥✲
❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞✬ét✉❞❡✱ ❖❙P❋✱ ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ s♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❯♥❡
❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❛ été ❛♣♣♦rté ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ré❡❧✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥✲
s✉✐t❡ ❛♥❛❧②sé ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❞❡s ✜❧❡s
❞✬❛tt❡♥t❡ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❛ss✉r❛♥t ❝❡t ét❛t✳
❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡s ❞é✲
❝❛❧❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉① ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥s ❞❛♥❣❡r❡✉s❡s✳ ❙✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤✲
♦❞❡ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦✉✈é s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭Tr❂✶✽✵✵ s✮ ❡♥ ❛✣❝❤❛♥t ✉♥❡
ré❞✉❝t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞✉ r♦✉t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❝❤❛r❣é✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❖❙P❋ r❡st❡ très
❢❛✐❜❧❡ ✿ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❛ss✉ré❡✳ ❈❡ ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡ t♦✉s ❧❡s
♣r♦t♦❝♦❧❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝✐t❡r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ✐♥t❡r s②stè♠❡s
❛✉t♦♥♦♠❡s ❇●P ✭❇♦r❞❡r ●❛t❡✇❛② Pr♦t♦❝♦❧ ❬✼✼❪✮✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ❞❡
❝❡ ❞❡r♥✐❡r s♦♥t t♦✉❥♦✉rs à ❧✬ét✉❞❡ ✭❬✹✼✱ ✼✽❪✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
♦✉ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❢réq✉❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❣ê♥❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡
❡t rés✉❧t❡♥t ❡♥ ✉♥❡ s✉r❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✉ rés❡❛✉✳ ■❧ s❡r❛✐t ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t
❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❇●P✳
✾✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡
❈❤❛♣✐tr❡ ✺
❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❜♦r♥❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛✈❡❝ ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s
❙♦♠♠❛✐r❡
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✺✳✹✳✶ ➱t✉❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹
✺✳✹✳✷ ❆❥♦✉t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺
✺✳✹✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❜♦r♥❡s ❡①❛❝t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺
✺✳✹✳✹ ❇♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞✉ ♣✐r❡ ❞é❧❛✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼
✺✳✺ ❘és✉❧t❛ts ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼
✺✳✺✳✶ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽
✺✳✺✳✷ ➱t✉❞❡ ❞✬✉♥ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡ ❞❡ rés❡❛✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽
✺✳✺✳✸ ➱t✉❞❡ ❞✬✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵
▲❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ rés✉❧t❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❡✛❡❝t✉és ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝
❆♥♥❡ ❇♦✉✐❧❧❛r❞✱ ❡t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬✽✹❪ ♣rés❡♥té ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❱❛❧✉❡t♦♦❧s✬✶✶
❡♥ ✷✵✶✶✳
✾✼
✾✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❜♦r♥❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛✈❡❝ ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s
◆♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡
▲❛ t❛❜❧❡ ✺✳✶ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
❙②♠❜♦❧❡s ❙✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥s
❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡
Nf ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ✢✉① ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉
F ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝r♦✐ss❛♥t❡s ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡s à ❣❛✉❝❤❡
F in ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❛rr✐✈é❡s ❝✉♠✉❧é❡s ❞✬✉♥ r♦✉t❡✉r R
F out ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❛rts ❝✉♠✉❧és ❞✬✉♥ r♦✉t❡✉r R
previ(j) ❘♦✉t❡✉r tr❛✈❡rsé ♣❛r fi ❛✈❛♥t Rj
next(j) ❘♦✉t❡✉r tr❛✈❡rsé ❛♣rès Rj
Fl(j) ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✢✉① tr❛✈❡rs❛♥t Rj
maxFl(j) ❋❧✉① ❞❡ ♣r✐♦r✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ tr❛✈❡rs❛♥t Rj
F
(j)
i ❋❧✉① ❞❡s ❛rr✐✈é❡s ❞❡ fi ❡♥ Rj
lasti ❉❡r♥✐❡r r♦✉t❡✉r tr❛✈❡rsé ♣❛r fi
❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❜♦r♥❡s
α ❡t α′ ❈♦✉r❜❡s ❞✬❛rr✐✈é❡ ❡t ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s♦rt✐❡
ρ ❆rr✐✈é❡ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡
σ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❛rr✐✈❛♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t
β ❈♦✉r❜❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡
r ❚❛✉① ❞❡ s❡r✈✐❝❡
L ▲❛t❡♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛✈❛♥t ❞é❜✉t ❞✉ s❡r✈✐❝❡ ❞✬✉♥ r♦✉t❡✉r
ST (β) ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❛❞♠❡tt❛♥t β ❞❡ t②♣❡ T
dp ❉é❧❛✐ ♣✉r
d(t) ❡t Dmax ❉é❧❛✐ ❞✬✉♥ ❞♦♥♥é❡ ❡♥tr❛♥t à ❧✬✐♥st❛♥t t ❡t ❞é❧❛✐ ♠❛①✐♠❛❧
start(t) ❉é❜✉t ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡ ✐♥❝❧✉❛♥t t
hDev ❉é✈✐❛t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡
❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s
λ ❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s
optλ ❱❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ λ
tu ❉❛t❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✐♥térêt ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉
tj ❉❛t❡ ❞❡ ❞é❜✉t ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡ ❞❡ Rj
pathi ❡t ℓi ❈❤❡♠✐♥ ❞❡ fi ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ℓi
c
(j)
i ❉❛t❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s
C ❈❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ r♦✉t❡✉r
Vt ❡t Vf ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s
gi ❱❛❧❡✉rs ❡①tr❛✐t❡s ❞✬✉♥ ✢✉①
H, H˜, L, L˜ ❉❡s ❝❤❛r❣❡s ❞✉ rés❡❛✉
❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ ▲✐st❡s ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳
✾✾
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❯♥ rés❡❛✉ ❡st q✉❛❧✐✜é ❞❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛♥♥❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡s ❝♦♥✲
séq✉❡♥❝❡s ❞r❛♠❛t✐q✉❡s ✿ ♣❡rs♦♥♥❡s ❜❧❡ssé❡s✱ ❞é❣âts ♠❛tér✐❡❧s✱ ❞♦♠♠❛❣❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥✲
t❛✉①✱ ❡t❝✳ ❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s s♦♥t ❝♦♠♣♦sés ❞❡
rés❡❛✉① ❝r✐t✐q✉❡s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣✐r❡✲❝❛s ❞❡✈✐❡♥t ✉♥
❡♥❥❡✉ ❝❛♣✐t❛❧✳
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢✉t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✜♥ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❜❡s♦✐♥s✳
❊❧❧❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❞é❧❛✐s ♦✉ ❧❡s ❝❤❛r❣❡s ❞❡s
rés❡❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛❧❝✉❧✉s s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ❧❛ ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉①
✭♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡♥ ❛✈✐♦♥✐q✉❡✮ ❡t s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡st à ❧✬ét✉❞❡ ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❡♠❜❛rq✉és✳
❱♦✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
✕ ▲❡ rés❡❛✉ ❛✈✐♦♥✐q✉❡ ❆❋❉❳ ✭❆✈✐♦♥✐❝s ❋✉❧❧ ❉✉♣❧❡❳ s✇✐t❝❤❡❞ ❡t❤❡r♥❡t✮ ❡st ✉♥ rés❡❛✉
❊t❤❡r♥❡t r❡❞♦♥❞❛♥t ❡t ✜❛❜✐❧✐sé q✉✐ s❡rt ❞❡ s✉♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥t❡r♥❡s
❞❡s ❛✈✐♦♥s ❆✸✽✵✳ ▲❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛❧❝✉❧✉s ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é à ❝❡ rés❡❛✉ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❡s
❞é❧❛✐s ❞✬❛tt❡♥t❡s✳ ▲❛ t❤ès❡ ❬✷✸❪ ❛ ❜✐❡♥ ❛♠é❧✐♦ré ❧❡s ❜♦r♥❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ rés❡❛✉✳
✕ ▲❡ rés❡❛✉① ❙✇✐t❝❤❡❞ ❊t❤❡r♥❡t ❡st ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ t②♣❡ ❊t❤❡r♥❡t q✉✐ s✬♦r❣❛♥✐s❡ ❛✉t♦✉r
❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡✉rs ✭❬✷✶❪✮✳
✕ ❋❧❡①✲❘❛② ❡t ❈❆◆ s♦♥t ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♠❜❛rq✉és ❞❛♥s ❧❡s ❛✉t♦♠♦✲
❜✐❧❡s ✭r❡s♣✳ ❬✶✺❪ ❡t ❬✸✶❪✮✳
▲❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛❧❝✉❧✉s ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣❛r❛♠étr❡r ❧❡ rés❡❛✉✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s✱
q✉✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❜♦r♥❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉✈❛♥t ❛rr✐✈❡r ❞✉r❛♥t
✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡
s✉r ❧❛ q✉❛♥t✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s tr❛✐té❡s ♣❛r ✉♥ r♦✉t❡✉r✳ ▲❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥tr♦❞✉✐t
✉♥❡ t❤é♦r✐❡ é❧é❣❛♥t❡ ♠❛♥✐❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♠✐♥✲♣❧✉s✳
❍é❧❛s✱ ❞❡ ré❝❡♥t❡s ét✉❞❡s ♦♥t ♠♦♥tré ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ❜♦r♥❡s très ♣❡ss✐♠✐st❡s✳ ➱❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❙❝❤♠✐tt
❡t ❛❧✳ ❬✻✼❪ ❡①❤✐❜❡♥t ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❝♦♥♥✉ ♣❛r s❛ ❞é♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❛✐s❡ P❛② ▼✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣
❖♥❧② ❖♥❝❡ ✭P▼❖❖✮✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ P▼❖❖ ♣rés❡♥t❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡
❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥ ❝❛s✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ♣r❡♥❛♥t
♣❛s P▼❖❖ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❛✣❝❤❡r ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✳
▲❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✈✐s❛♥t à rés♦✉❞r❡ ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ♣rés❡♥t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳
❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ q✉✬✉♥
s♦❧✈❡✉r ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣♦✉r r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤✲
♦❞❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❇♦✉✐❧❧❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ❞❛♥s ❬✾❪✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❜♦r♥❡s ❡①❛❝t❡s à ❧✬❛✐❞❡
❞✉ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ◆P✲
❞✐✣❝✐❧❡ ♠❛✐s q✉✬✐❧ s❡ ré❞✉✐t à ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❡♥ t❛♥❞❡♠
✭rés❡❛✉① ❞♦♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ré❞✉✐t ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♦r✐❡♥té s❛♥s r❛❝❝♦✉r❝✐✮✳
❉✬❛✉tr❡s ét✉❞❡s s❡ s♦♥t ❝♦♥❝❡♥tré❡s s✉r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ❖♥ ♣❡✉t
♥♦t❛♠♠❡♥t ❝✐t❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▲❡♥③✐♥✐ ❡t ❛❧✳❬✺✶❪ q✉✐ tr❛✐t❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❋■❋❖ ✿
♣r❡♠✐❡r ❡♥tré✱ ♣r❡♠✐❡r s❡r✈✐✱ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❡♥ t❛♥❞❡♠ ❡t ❧❡s rés❡❛✉① s✐♥❦✲tr❡❡ ✭rés❡❛✉
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ✢✉① ♣r✐♥❝✐♣❛❧ tr❛✈❡rs❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r♦✉t❡✉rs✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ r❡❥♦✐♥t ♣❛r
❞✬❛✉tr❡s ✢✉① q✉✐ ❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♥t ❛❧♦rs ❥✉sq✉✬à s❛ s♦rt✐❡ ❞✉ rés❡❛✉✮✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① rés❡❛✉① ❞♦♥t ❧❡s r♦✉t❡✉rs s♦♥t s♦✉♠✐s à
✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ à ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s✳ P❧✉s✐❡✉rs ét✉❞❡s s❡ s♦♥t ❞é❥à ❢♦❝❛❧✐sé❡s s✉r ❝❡
❝❛s✳ ❚❤✐❡❧❡ ❡t ❛❧✳ ❬✼✵❪ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛❧❝✉❧✉s✱
❛♣♣❡❧é❡ ❘❚❈ ✿ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❈❛❧❝✉❧✉s✳ ❆✜♥ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧❡ ♥❡t✇♦r❦
❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❘❚❈ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ♠✐♥✐♠❛❧❡ s✉r ❧❡s ❛rr✐✈é❡s
✶✵✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❜♦r♥❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛✈❡❝ ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s
❡t ❧❡s s❡r✈✐❝❡s✳ ❈❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✶❪✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡r ❡t ❞❡ ♣❛r❛♠étr❡r ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡ ❈❆◆ ✭❈♦♥tr♦❧❧❡r
❆r❡❛ ◆❡t✇♦r❦✮✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛❧❝✉❧✉s ❡st ❛♠é❧✐♦ré❡ ❣râ❝❡ ❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s s♦✉♣❧❡s ✭❞♦♥t ❧❡s ❞é❧❛✐s
✐♠♣❛rt✐s ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t r❡s♣❡❝tés✮✳ ❍é❧❛s✱ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♥❡ ♣r❡♥❞ ❡♥
❝♦♠♣t❡ q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ r❡str❡✐♥t ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❙❛✐❞❛♥❡ ❡t ❛❧✳ ❬✻✺❪ ✉t✐❧✐s❡♥t
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❛✜♥ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s à ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s✱ ♠❛✐s ❝❡❝✐ ♥✬❡st
♣❛s ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❡✣❝❛❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ❞é❧❛✐ ❞✬✉♥ ✢✉① ❞❛♥s ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞✐s♣♦s❛♥t ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ à ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s✱ ❡♥ ét❡♥❞❛♥t ❧❡s tr❛✈❛✉①
♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬✾❪✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡①❡♠✲
♣❧❡s✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❧✬❛♠é❧✐♦r♦♥s ❡♥ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡①✐st❛♥t❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥✲
t♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ rés❡❛✉① ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛tt❡✐♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t
❧❡ ❞é❧❛✐ ♣✐r❡✲❝❛s✳
▲❡ ❞é❜✉t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✮ ❞é❝r✐t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛❧✲
❝✉❧✉s✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞é❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ ✭♠✐♥✱✰✮✱ ♣✉✐s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ❛rr✐✈é❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ✢✉① ❡t ❧❡s s❡r✈✐❝❡s
❞❡s r♦✉t❡✉rs✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞✬❛rr✐✈é❡ ❞✬✉♥ ✢✉① ❡♥ ✉♥ r♦✉t❡✉r q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s❡r✈✐❝❡ rés✐❞✉❡❧ ❞✬✉♥ r♦✉t❡✉r
❛♣rès ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✢✉①✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❞❡s ❜♦r♥❡s
♠❛①✐♠❛❧❡s ❞✉ ❞é❧❛✐ ♣✐r❡✲❝❛s✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s
❬✻✼❪ ❡t ❬✼✵❪✱ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞✉ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛❧❝✉❧✉s ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❝❡s ❜♦r♥❡s✳ ◆♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ❞é❧❛✐ ❡♥ tr❛❞✉✐s❛♥t
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛❧❝✉❧✉s ❡♥ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✾❪✳
▲❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✸ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❧❡ ❝÷✉r ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❡♥❝♦❞❡r ❧❡s ♣r✐♦r✐tés ❡♥ ✉♥ r♦✉t❡✉r ❡t ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❧✐♥é❛✐r❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♣♦✉r ❧❡s t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❡♥ ❛r❜r❡✱ ♣✉✐s ♣♦✉r ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡
❣é♥ér❛❧❡✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡t ♥♦✉s ❛♣♣♦rt♦♥s
✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❛❧♦rs ❞❡✉① ❝❛s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❞é❧❛✐ ♠❛①✐♠❛❧✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✺ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s
s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛s✳
✺✳✶ ▲❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛❧❝✉❧✉s
■♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ✢✉①✱ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞✬❛rr✐✈é❡ ❡t ❞❡ s❡r✈✐❝❡✱ ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡
❝÷✉r ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t
ét✉❞✐é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ✿ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❡t ❧❡ ❞é❧❛✐ s✉❜✐ ♣❛r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥
✢✉①✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ét✉❞✐é❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞é❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳
❙♦✐t F ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿ F = {h : R+ → R+ ∪ {+∞} |h ❡st
❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❝♦♥t✐♥✉❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t h(0) = 0}✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s t♦✉❥♦✉rs q✉❡
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ét✉❞✐é❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞❡
❞é❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ s❡♠✐✲❛♥♥❡❛✉ ✭F ✱ min✱ ⊗✮✱ ♦ù min ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♠✐♥✐♠✉♠ ❡t ⊗ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳
✺✳✶ ▲❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛❧❝✉❧✉s ✶✵✶
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✶ ✭❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✮✳ ❙♦✐t h1✱ h2 ∈ F ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ h1 ❡t h2 ❡st ✿
∀t ∈ R+ (h1 ⊗ h2)(t) = inf
06s6t
{h1(s) + h2(t− s)}.
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✷ ✭❉é❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✮✳ ❙♦✐t h1✱ h2 ∈ F ❛❧♦rs ❧❛ ❞é❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ h1 ❡t h2
❡st ✿
∀t ∈ R+ (h1 ⊘ h2)(t) = sups>0{h1(t+ s)− h2(s)}.
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❡♠♣❧♦✐❡r♦♥s s♦✉✈❡♥t ❝❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❜♦r♥❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ rés❡❛✉①✳
✺✳✶✳✶ ❋❧✉① ❡t ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ✢✉①
❋❧✉①
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥ ✢✉① f ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦r❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❛♥t
♦✉ s♦rt❛♥t ❞✬✉♥ r♦✉t❡✉r ❡t ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s F in ✭r❡s♣✳ F out✮ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❛rr✐✈é❡s
❝✉♠✉❧é❡s ✭r❡s♣✳ ❞❡s ❞é♣❛rts ❝✉♠✉❧és✮✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡✱ F in ❡t F out ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝r♦✐ss❛♥t❡s F ✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✾ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ r♦✉t❡✉r R tr❛✈❡rsé ♣❛r
✉♥ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s tr❛♥s♠❡tt❛♥t ✉♥ ✢✉① ❞❡ s♦rt✐❡✳
F in F out
R
❋✐❣✉r❡ ✺✾ ✕ ❙②stè♠❡ s✐♠♣❧❡ ❛②❛♥t ✉♥ ✢✉① ❞✬❡♥tré❡ ❡t tr❛♥s♠❡tt❛♥t ✉♥ ✢✉① ❞❡ s♦rt✐❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✸ ✭❚r❛❥❡❝t♦✐r❡✮✳ ❯♥ ❝♦✉♣❧❡ (F in, F out) ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ r♦✉✲
t❡✉r R✳
◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s r♦✉t❡✉rs ♥❡ s✉♣♣r✐♠❡♥t ♥✐ ♥✬❛❥♦✉t❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ❝♦♥✲
séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❜✐ts s♦rt❛♥t ❞✉ r♦✉t❡✉r à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é ❡st t♦✉❥♦✉rs ✐♥❢ér✐❡✉r❡
à ❝❡❧❧❡ ② ❡♥tr❛♥t✳ ❈❡❝✐ ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝❛✉s❛❧✐té ❞♦♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡st
❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✹ ✭❈❛✉s❛❧✐té✮✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s F in ❡t F out s♦♥t ❝❛✉s❛❧❡s s✐ ∀t ∈ R+✱ F out(t)
6 F in(t)✳
❈♦✉r❜❡ ❞✬❛rr✐✈é❡
▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬❛rr✐✈é❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s s✉r ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❛rr✐✈❡♥t
❞❛♥s ✉♥ r♦✉t❡✉r✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
✷✳✷✳✷ ♣❛❣❡ ✸✶✮ ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✺ ✭❈♦✉r❜❡ ❞✬❛rr✐✈é❡✮✳ ❙♦✐t α ∈ F ✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ F in ❡st α✲❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❞❛t❡s s ❡t t t❡❧❧❡s q✉❡ s 6 t✱
F in(t)− F in(s) 6 α(t− s).
✶✵✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❜♦r♥❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛✈❡❝ ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s
❙✐ ✉♥ ✢✉① ❛rr✐✈❛♥t ❡♥ ✉♥ r♦✉t❡✉rR ❡st α✲❝♦♥tr❛✐♥t✱ ❛❧♦rs q✉❡❧s q✉❡ s♦✐❡♥t ❞❡✉① ✐♥st❛♥ts
s ❡t t ❝❤♦✐s✐s✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛rr✐✈é❡ ❡♥ R ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠♦♠❡♥ts ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡
à α(t − s)✳ ❈❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✵ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❡st
α(t) = σ + ρt✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ α ❢♦✉r♥✐t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉✈❛♥t
❛rr✐✈❡r ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✐♥st❛♥ts✳
t❡♠♣s ✭t✮
α
❜✐ts
❜✐ts
t❡♠♣s ✭t✮
t✲s
F in(t)
α(t− s)
s
σ
❋✐❣✉r❡ ✻✵ ✕ ❋❧✉① α✲❝♦♥tr❛✐♥t ❧♦rsq✉❡ α(t) = σ + ρt✳
P❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬❛rr✐✈é❡✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ✿ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬❛rr✐✈é❡s
❛✣♥❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t ❝♦♥❝❛✈❡s✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦✉r❜❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✻✶✳
❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ✜♥✐ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✣♥❡s ✿ ∃n ∈ N✱ ✉♥❡ s✉✐t❡
❞❡ ♣❡♥t❡s ρ1 > ρ2 > . . . > ρn ❡t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs σ1 < σ2 < . . . < σn✱ t❡❧s q✉❡
α(t) = mini∈{1,...,n}{σi + ρit}✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s |α| ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
❧✐♥é❛✐r❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t α✳
❜✐ts
ρ3
ρ2
ρ1
t0 t1 t2 t❡♠♣s ✭t✮
σ2
σ3
σ1
α
❋✐❣✉r❡ ✻✶ ✕ ❈♦✉r❜❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❝♦♥❝❛✈❡ ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✶✳✻✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r
❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳
▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬❛rr✐✈é❡ ❛✣♥❡s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ασ,ρ(t) = σ + ρt ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✣♥❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❝♦♥❝❛✈❡s✳ ▲❡ r♦✉t❡✉r ❡st ❛❧♦rs ♦❜s❡r✈é ❝♦♠♠❡ ✉♥ s❛✉t
♣❡r❝é✱ ❞✬♦ù ❧❡ ♥♦♠ ▲❡❛❦② ❇✉❝❦❡t q✉✐ ❧❡✉r ❡st ❛ttr✐❜✉é✳ ■❧ ♣❡✉t tr❛✐t❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ ✈✐t❡ss❡ ρ ✭✈✐t❡ss❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉ s❡❛✉✮ ❡t ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡
σ ✭t❛✐❧❧❡ ❞✉ s❡❛✉✮✳ ❙✐ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❛rr✐✈❡♥t ♣❧✉s ✈✐t❡ q✉❡ ❧❡ r♦✉t❡✉r ♥❡ ♣❡✉t ❧❡s tr❛✐t❡r✱
❡❧❧❡s r❡♠♣❧✐ss❡♥t ❧❡ s❡❛✉✳ ❙✐ ❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❡st ♣❧❡✐♥✱ ❧❡s ❣♦✉tt❡s ❞✬❡❛✉ s✉✐✈❛♥t❡s ❞é❜♦r❞❡♥t
❞✉ s❡❛✉ ❡t s♦♥t ❛❧♦rs ♣❡r❞✉❡s✳ ❈❡❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ à ✉♥ ❜♦♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡
❧❡s ❛rr✐✈é❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ✢✉① ❞♦♥t ♦♥ ♥❡ ✈❡✉t ♣❛s ♣❡r❞r❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ▲❡❛❝❦② ❇✉❝❦❡t ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✷✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✢✉①
✺✳✶ ▲❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛❧❝✉❧✉s ✶✵✸
❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡
t❡♠♣s ✭t✮
ρ
α(t) = σ + ρt
σ
❜✐ts
σ
♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞❡
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❛rr✐✈é❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❋✐❣✉r❡ ✻✷ ✕ ❆♥❛❧♦❣✐❡ ▲❡❛❦② ❇✉❝❦❡t✳
✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ t❛✉① ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❡st ρ ❡t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧
❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ♣♦✉✈❛♥t ❛rr✐✈❡r ❜r✉sq✉❡♠❡♥t ❡st σ✳
❈♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡
▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s s✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✢♦ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❡❧❧❡s ✈♦♥t ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥ ♥÷✉❞ ♣❡✉t ❛♥❛❧②s❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡
❢♦r♠❡❧❧❡ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✼ ✭❈♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡✮✳ ▲❡ r♦✉t❡✉r R ♦✛r❡ ❛✉ ✢♦t ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡
β ∈ F s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ F out > F in ⊗ β✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥ ✢♦t ❞❡ s♦rt✐❡ ❡st ❞✐t ♠✐♥✐♠❛❧ s✐
F out = F in ⊗ β✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✸ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ r❡♣rés❡♥t❡
❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ β✱ ❞✬✉♥ r♦✉t❡✉r R✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ s✐♠♣❧❡ r❡t❛r❞ ♣✉r dp✳ ▲❛
✜❣✉r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❛rr✐✈é❡s ❝✉♠✉❧é❡s ❞❡ R ✭❡♥ ❜❧❡✉✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ s♦rt✐❡s ❝✉♠✉❧é❡s F out1 ❡t F
out
2 ✭❡♥ r♦✉❣❡✮ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❞❡✉① s♦rt✐❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ R✱
❝❡ ❞❡r♥✐❡r ét❛♥t β✲❝♦♥tr❛✐♥t✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ F out2 ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❛rts ❝✉♠✉❧és
♠✐♥✐♠❛❧❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ F out2 = F
in⊗ β✳ ▲❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ s♦rt✐❡
s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ F in✱ ❡♥ ✈ér✐✜❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ F out(t) > F in(t+ dp)✳
temps (t)
t❡♠♣s ✭t✮❉é❧❛✐ ♣✉r
β
❜✐ts
F out2 (t)
F out1 (t)
F in(t)
❜✐ts
= F in ⊗ β(t)dp
❋✐❣✉r❡ ✻✸ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡✳
■❧ ❡①✐st❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs éq✉✐✈❛✲
❧❡♥t❡s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ré♣❡rt♦r✐é❡s ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✽❪✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ T ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡✱
ét✉❞✐é ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♣♦✉r t♦✉t β ∈ F ✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ST (β) ❞❡s tr❛❥❡❝✲
t♦✐r❡s ❛❞♠❡tt❛♥t β ❝♦♠♠❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❞❡ t②♣❡ T ✳ ❯♥ r♦✉t❡✉r R ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡
❞❡ s❡r✈✐❝❡ β ❞❡ t②♣❡ T ✱ s✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ST (β) s♦♥t r❡s♣❡❝té❡s ♣♦✉r t♦✉t❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡
(F in, F out)✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs R ⊆ ST (β)✳
✶✵✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❜♦r♥❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛✈❡❝ ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s
✕ ❈♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ s✐♠♣❧❡ ✿
Ssimple(β) = {(F
in, F out) ∈ F × F | F in > F out > F in ⊗ β};
✕ ❈♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ str✐❝t ✿
Sstrict(β) = {(F
in, F out) ∈ F × F | F in > F out, ∀PC : ]s, t[, s 6 t,
F out(t)− F out(s) > β(t− s)},
♦ù PC ❡st ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✉r❛♥t ❧❡q✉❡❧ ❧❡ r♦✉t❡✉r
❞✐s♣♦s❡ ❡♥ ♣❡r♠❛♥❡♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à tr❛✐t❡r✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❡st ❢♦r♠❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✽ s✉✐✈❛♥t❡ ❀
✕ ◆÷✉❞ à ❝❛♣❛❝✐té ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❱❛r✐❛❜❧❡ ❈❛♣❛❝✐t② ◆♦❞❡ ✭❱❈◆✮✮ ✿
Svcn(β) = {(F
in, F out) ∈ F × F | ∃C ∈ F , ∀t > 0,
F out(t) = inf
06s6t
F in(s) + C(t)− C(s), ❡t ∀0 6 s 6 t, C(t)− C(s) > β(t− s)}.
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ str✐❝t β ❡st ♣❧✉s
r❡str✐❝t✐✈❡ q✉✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ s✐♠♣❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ β ❡st ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ str✐❝t✱ β
❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ s✐♠♣❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐✳ ❉❛♥s
❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✽❪✱ ❇♦✉✐❧❧❛r❞ ❡t ❛❧✳ ♣r♦✉✈❡♥t q✉❡ Svcn(β) ⊆ Sstrict(β) ⊆ Ssimple(β)✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✽ ✭Pér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡✮✳ ▲❛ ♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡ ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s I ⊂
R+ ❞✉r❛♥t ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞✉ r♦✉t❡✉r ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧❧❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ∀s ∈ I, F in(s) −
F out(s) > 0✳ ▲❡ ❞é❜✉t ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❞❛t❡ t q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♥♦té❡ start(t)✱
❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿ start(t) = sup{s 6 t|F in(s) = F out(s)}✳
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ❛rr✐✈é❡s ❝✉♠✉❧é❡s F in ❡t F out ét❛♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s à ❣❛✉❝❤❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
F in(start(t)) = F out(start(t))✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ F in(t) = F out(t) ❛❧♦rs start(t) = t✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✶✳✾✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❝✬❡st ❧❡ s❡r✈✐❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ t②♣❡ T
❡t ♥♦♥ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ β✳ ▲❡ t②♣❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧❡ r♦✉t❡✉r s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ét❛♥t
❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡✳ P❛r ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ♦♥ ♣❛r❧❡r❛ s♦✉✈❡♥t ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡
❞❡ t②♣❡ T ♣♦✉r s✐❣♥✐✜❡r q✉✬✉♥ r♦✉t❡✉r ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ s❡r✈✐❝❡ T ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ β✳
r4
r3
L3
r2
L2 L4
r1
L1
❜✐ts
t❡♠♣s ✭t✮
β
❋✐❣✉r❡ ✻✹ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳
P❛r♠✐ t♦✉t❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❡①♣r✐♠❛♥t ✉♥ ❞é❧❛✐ ♣✉r✱
❞é✜♥✐❡s ♣❛r βdp(t) = 0 s✐ t < dp✱ s✐♥♦♥ βdp(t) = +∞ ❡t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❝♦♥✈❡①❡s
❛✣♥❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡s✳
❊❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ✜♥✐ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✣♥❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
∃n ∈ N✱ r1 < r2 < . . . < rn✱ ❡t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs L1 < L2 < . . . < Ln t❡❧s q✉❡
✺✳✶ ▲❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛❧❝✉❧✉s ✶✵✺
β(t) = maxi∈{1,...,n}{ri(t − Li)}✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s |β| ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
❧✐♥é❛✐r❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t βj ✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①
❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✹✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ s❛✉❢ ♠❡♥t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ ❧❡s r♦✉t❡✉rs s♦♥t ♣❛r❛♠étrés ♣❛r ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❝♦♥✈❡①❡s ❛✣♥❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳
▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❘❛t❡✲▲❛t❡♥❝②✱ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r βr,L = r(t − L)+ ✐❧❧✉str❡♥t ✉♥ ❝❛s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s ❛✣♥❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ a+
r❡♣rés❡♥t❡ max(a, 0)✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✺ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛rr✐✈é❡s ❡t ❞❡ ❞é♣❛rts ❝✉♠✉❧és ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥
r♦✉t❡✉r ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ βr,L(t)✳ ▲❡ r❡♣èr❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ s♦rt✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ F out1 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s❡r✈✐❝❡ str✐❝t✱ ❧❡ r❡♣èr❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ q✉❛♥t à ❧✉✐✱
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s♦rt✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ F out2 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s❡r✈✐❝❡ s✐♠♣❧❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
F out1 ❡st é❣❛❧❡ à t♦✉t ✐♥st❛♥t à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❧❛ ♣❧✉s str✐❝t❡ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡ ❛❧♦rs q✉❡
F out2 = F
in⊗β ❡st é❣❛❧❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s β r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥
❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ F in✳
F out2
β
F in
β
F out1
❜✐ts
F in
❜✐ts
t❡♠♣s ✭t✮ t❡♠♣s ✭t✮
βr,L✱ str✐❝t βr,L✱ s✐♠♣❧❡
❋✐❣✉r❡ ✻✺ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❘❛t❡✲▲❛t❡♥❝②✱ ✢♦ts ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡✳
❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❞❡s rés❡❛✉① ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ βr,L✳ ❈❡tt❡
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s❡r✈✐❝❡ ❞✬✉♥ r♦✉t❡✉r ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s s♦♥t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ tr❛✐tés
❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ r ♠❛✐s q✉❡ ❧❡✉r tr❛✐t❡♠❡♥t ❞é❜✉t❡ ♣❛r ✉♥❡ ❧❛t❡♥❝❡ ❞❡ L s❡❝♦♥❞❡s✳
❚r❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
❯♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡st ❞✐t❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s✐ ❡❧❧❡ r❡s♣❡❝t❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛❧❝✉❧✉s✳
❊❧❧❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✶✵ ✭❚r❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✮✳ ❙♦✐t F in ✭r❡s♣✳ F out✮ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❛r✲
r✐✈é❡s ✭r❡s♣✳ s♦rt✐❡s✮ ❝✉♠✉❧é❡s ❡♥ ✉♥ r♦✉t❡✉r R ❞✐s♣♦s❛♥t ❞✬✉♥ s❡r✈✐❝❡ str✐❝t ❡t s♦✐❡♥t
α, β ∈ F ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝r♦✐ss❛♥t❡s✳ ❆❧♦rs (F in, F out) ❡st ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❡
R s✐ ✿
✕ ❈r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ F in ❡t F out ❀
✕ ❈❛✉s❛❧✐té ❞❡ F in ❡t F out ✿ F in > F out ❀
✕ F in ❡st α✲❝♦♥tr❛✐♥t ✿ F in(t)− F in(s) 6 α(t− s) ❀
✕ (F in, F out) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t β✲❝♦♥tr❛✐♥t ✿ (F in, F out) ∈ Sstrict(β)✳
✶✵✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❜♦r♥❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛✈❡❝ ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s
✺✳✶✳✷ ❇♦r♥❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❊♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝✐té ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t é✈❛❧✉é❡s
♣❛r ❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛❧❝✉❧✉s ✭❝❤❛r❣❡ ❡t ❞é❧❛✐✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✢♦t ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣ré❝✐s❡s✳
❈❤❛r❣❡
▲❛ ❝❤❛r❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ r♦✉t❡✉r ét✉❞✐é✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✶✶ ✭❈❤❛r❣❡✮✳ ▲❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ R à ❧❛ ❞❛t❡ t ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r F in(t)−F out(t)✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✶✳✶✷✳ ◗✉❡❧q✉❡ s♦✐t t ∈ R+✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]start(t), t] ❡st ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡✳
▲❛ ♣❛❣❡ ✷✽ ❞✉ ❧✐✈r❡ ❬✺✵❪ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐t ❧❡ rés✉❧t❛t ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✶✸ ✭Pr♦♣r✐été ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡✮✳ ❙♦✐❡♥t α ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r F in ❡t β ❧❛ ❝♦✉r❜❡
❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❞✉ r♦✉t❡✉r✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❝❤❛r❣❡✱ à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é t✱ ✈ér✐✜❡ ✿
F in(t)− F out(t) 6 sups>0{α(s)− β(s)} = α⊘ β(0).
❉é❧❛✐
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❞é❧❛✐ s✉❜✐ ♣❛r ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❡♥tr❡ s♦♥ ❡♥tré❡ ❡t s❛
s♦rt✐❡ ❞✬✉♥ r♦✉t❡✉r R✳ ❈❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r s✐ ✉♥ rés❡❛✉ ❡st s✉r❝❤❛r❣é
✭❞é❧❛✐ ✐♥✜♥✐✮✱ ♦✉ s✐ ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❡st tr❛✐té❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✶✹ ✭❉é❧❛✐✮✳ ❙♦✐t ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ (F in, F out) ❞❡ R✱ ❧❡ ❞é❧❛✐ s✉❜✐ ♣❛r ❧❛
❞♦♥♥é❡ ❡♥tr❛♥t ❞❛♥s R à ❧✬✐♥st❛♥t t ❡st
d(t) = inf{s > 0|F in(t) 6 F out(t+ s)}
♦✉ d(t) = sup{s > 0|F in(t) > F out(t+ s)}.
❙♦✐t hDev(h1, h2) = supt>0{infd>0{h1(t) 6 h2(t + d)}} ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ♠❛①✲
✐♠✉♠ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s h1 ❡t h2✳ ▲❡ ❞é❧❛✐ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r
Dmax = supt>0 d(t) = hDev(F
in, F out)✳
▲❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❡♥tr❛♥t ❞❛♥s ❧❡ r♦✉t❡✉r R ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛✉ ❞é❧❛✐ ♠❛①✐♠✉♠ s✉❜✐ ♣❛r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ R✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❛✐♥s✐ ét❛❜❧✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✶✺ ✭Pr♦♣r✐été ❞✉ ❞é❧❛✐✮✳ ❙♦✐t ✉♥ ✢♦t α✲❝♦♥tr❛✐♥t tr❛✈❡rs❛♥t ✉♥ r♦✉t❡✉r
R ❛②❛♥t ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ s✐♠♣❧❡ β✳ ❆❧♦rs Dmax 6 ❤❉❡✈✭α✱β✮✳
▲❡ ❞é❧❛✐ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✉♥ r♦✉t❡✉r R ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ α ❡t ❞❡ β✳
❊♥ ❡✛❡t ❧❡ ❞é❧❛✐ ♠❛①✐♠❛❧ ❡st ❜♦r♥é ♣❛r ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ sé♣❛r❛♥t α
❞❡ β✱ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s s✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ ✻✻✳
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✶✳✶✻✳ ❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ ❞é❧❛✐ ♠❛①✐♠❛❧ Dmax ❞✬✉♥ ✢✉① ασ,ρ✲❝♦♥tr❛✐♥t✱ ♣❛ss❛♥t
❞❛♥s ✉♥ r♦✉t❡✉r βr,L✲❝♦♥tr❛✐♥t✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱
Dmax 6 hDev(α, β) = sup
t>0
{inf
d>0
{α(t) 6 β(t+ d)}}.
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r ασ,ρ(t) 6 βr,L(t+ d) ✿
σ + ρt 6 r(t+ d− L)
σ + rL
r
+
(ρ− r)t
r
6 d.
✺✳✶ ▲❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛❧❝✉❧✉s ✶✵✼
β
❞é❧❛✐
α
t❡♠♣s ✭t✮
❜✐ts
❋✐❣✉r❡ ✻✻ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❧❛✐ ❞✬✉♥ r♦✉t❡✉r β✲❝♦♥tr❛✐♥t✱
tr❛✈❡rsé ♣❛r ✉♥ ✢✉① α✲❝♦♥tr❛✐♥t✳
❉♦♥❝✱
Dmax 6 hDev(ασ,ρ, βr,L)
❙✐ (ρ− r) 6 0✱ ❛❧♦rs Dmax =
σ + rL
r
;
❙✐ ♥♦♥ Dmax = +∞.
✺✳✶✳✸ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s rés❡❛✉① ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❝♦♠♣♦sés ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
✢✉① ❡t r♦✉t❡✉rs✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ✉♥ ✢♦t à s❛ s♦rt✐❡ ❞✬✉♥ r♦✉t❡✉r✱
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té rés✐❞✉❡❧❧❡ ❡t ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❣❧♦❜❛❧✳
❋❧♦t ❞❡ s♦rt✐❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t F out✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❛rts ❝✉♠✉❧és ❞✬✉♥ r♦✉✲
t❡✉r R tr❛✈❡rsé ♣❛r ✉♥ ✢♦t ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❛rr✐✈é❡s ❝✉♠✉❧é❡s ❡st F in✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s
✐❝✐ ✉♥ rés✉❧t❛t ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬✶✶❪ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✶✼ ✭❋❧♦t ❞❡ s♦rt✐❡✮✳ ❙♦✐t ✉♥ ✢♦t ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ α ♣❛ss❛♥t ❞❛♥s ✉♥
r♦✉t❡✉r β✲❝♦♥tr❛✐♥t✳ ❆❧♦rs ❧❡ ✢♦t s♦rt❛♥t ❡st α′✲❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r ✿
α′ = α⊘ β.
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✶✳✶✽✳ ❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✬✉♥ ✢✉① ❞✬❛rr✐✈é❡ ασ,ρ✲❝♦♥tr❛✐♥t
tr❛✈❡rs❛♥t ✉♥ r♦✉t❡✉r βr,L✲❝♦♥tr❛✐♥t ❞❛♥s ❧✬é✈❡♥t✉❛❧✐té ♦ù r ≥ ρ✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❡st ❜♦r♥é✱ ❝♦♠♠❡ ♠♦♥tré
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
α′(t) = ((σ + ρt)⊘ r(t− L)+)
= sup
s>0
{σ + ρ(t+ s)− r(s− L)+}
= sup
06s6L
{σ + ρ(t+ s)} ∨ sup
s>L
{σ + ρt− (r − ρ)s+ rL}
= σ + ρ(t+ L) = α(t+ L).
▲❛ ❝❤❛r❣❡ ❞✬✉♥ r♦✉t❡✉r ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ β tr❛✈❡rsé ♣❛r ✉♥ ✢✉① α✲❝♦♥tr❛✐♥t ét❛♥t
(α⊘ β)(0) ✭❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✶✸✮✱ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ R ❡st α′(0) = α(L)✳
✶✵✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❜♦r♥❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛✈❡❝ ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s
❈❛♣❛❝✐té rés✐❞✉❡❧❧❡
▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ r♦✉t❡✉r ✉♥❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ✢✉① ♦♥t été tr❛✐té
s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té rés✐❞✉❡❧❧❡ ❞✬✉♥ r♦✉t❡✉r✱ ❞é✜♥✐❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✶✾ ✭❈❛♣❛❝✐té rés✐❞✉❡❧❧❡✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ✢✉① f1 ❡t f2 tr❛✈❡rs❛♥t ✉♥
r♦✉t❡✉r R ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ str✐❝t❡ β t❡❧ q✉❡ f1 ❡st α1✲❝♦♥tr❛✐♥t✳ ❆❧♦rs✱ f2 ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥
s❡r✈✐❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s✐♠♣❧❡ (β − α1)+✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ q✉❡ s✐ ❧❡ s❡r✈✐❝❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ r♦✉t❡✉r R ❡st str✐❝t✳
▲❡ s❡r✈✐❝❡ rés✐❞✉❡❧ ét❛♥t s✐♠♣❧❡✱ ❝❡❝✐ ❡♠♣ê❝❤❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s rés✐❞✉❡❧❧❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❛✣r♠❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ rés✐❞✉❡❧❧❡ r❡st❡ str✐❝t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ à ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✷✵ ✭❈❛♣❛❝✐té rés✐❞✉❡❧❧❡ ✭❬✽❪ ♣✷✵✮✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ✢✉① f1 ❡t f2 tr❛✈❡r✲
s❛♥t ✉♥ r♦✉t❡✉r R ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ str✐❝t❡ β t❡❧ q✉❡ f1 ❡st α1✲❝♦♥tr❛✐♥t✳ ❙✐ f1 ❛ ♣r✐♦r✐té
s✉r f2✱ ❧❡ s❡r✈✐❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧ str✐❝t ♦✛❡rt à f2 ❡st (β − α1)+✳
❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ✢✉① ❧❡s ♠♦✐♥s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s✳
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✶✳✷✶✳ ❙♦✐t ✉♥ r♦✉t❡✉r R ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ str✐❝t βr,L tr❛✈❡rsé ♣❛r ❞❡✉①
✢✉① f1 ❡t f2 ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞✬❛rr✐✈é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ασ1,ρ1 , ασ2,ρ2✱ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ f1 ❡st ♣❧✉s
♣r✐♦r✐t❛✐r❡ q✉❡ f2✳ ❈❡ rés❡❛✉ ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✼✳ ▲❡ s❡r✈✐❝❡ rés✐❞✉❡❧ β′ ❛♣rès
❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ f1 ❡st ✿
β′(t) = (βr,L − ασ1,ρ1)+(t)
= ((r(t− L)+ − σ1 + ρ1t)+
= (r − ρ1)(t− L
′)+,
♦ù L′ ❡st ❧❛ ❞❛t❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ (βr,L − ασ1,ρ1) s✬❛♥♥✉❧❡ ✿ L
′ = σ1+rL
r−ρ1
. ▲❡ ✢✉① f2 ❡st ❞♦♥❝
s❡r✈✐t ♣❛r R ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ str✐❝t β′(t) = (r − ρ1)(t−
σ1+rL
r−ρ1
)+✳
f2 : ασ2,ρ2
f1 : ασ1,ρ1
R : βr,L
❋✐❣✉r❡ ✻✼ ✕ ❙②stè♠❡ tr❛✈❡rsé ♣❛r ❞❡✉① ✢✉①✳
❙❡r✈✐❝❡ ❣❧♦❜❛❧
▲❡ s❡r✈✐❝❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té t♦t❛❧❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡
♣❧✉s✐❡✉rs r♦✉t❡✉rs✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✷ ✭❈♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥✮✳ ❙♦✐t ✉♥ ✢♦t tr❛✈❡rs❛♥t ✉♥ r♦✉t❡✉r R1 ♣✉✐s ✉♥ r♦✉✲
t❡✉r R2✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ r♦✉t❡✉r Ri ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ βi ♣♦✉r i = {1, 2}✳
❆❧♦rs ❧❡ rés❡❛✉ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ r♦✉t❡✉r ✉♥✐q✉❡ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥
❞❡ R1 ❡t R2 ❞✐s♣♦s❛♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ β1 ⊗ β2✳
✺✳✷ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✶✵✾
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✶✳✷✸✳ ➱t✉❞✐♦♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① r♦✉t❡✉rs✱ R1 ❡t R2 ❞♦♥t ❧❡s
❝♦✉r❜❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t βr1,L1 ❡t βr2,L2✱ tr❛✈❡rsés ♣❛r ✉♥ ✢✉①✳
P❛r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡ ✭❧✐✈r❡ ❬✺✵❪ ♣✸✺✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ βTot ❞✉ rés❡❛✉
❡st ✿
βTot(t) = βr1,L1 ⊗ βr2,L2 = (min(r1, r2)(t− L1 − L2))+.
❆✐♥s✐✱ ❧♦rsq✉✬✉♥ ✭♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs✮ ✢✉① tr❛✈❡rs❡✭♥t✮ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r♦✉t❡✉rs✱ ♦♥ ♣❡✉t
✐♠❛❣✐♥❡r q✉✬✐❧ ❢r❛♥❝❤✐t ✉♥ r♦✉t❡✉r ✉♥✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ rés✉❧t❡ ❡♥ ❧❛ ❝♦♥✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❞❡s r♦✉t❡✉rs tr❛✈❡rsés✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♥✬❡st ✈❛❧❛❜❧❡
q✉❡ s✐ t♦✉s ❧❡s ✢✉① tr❛✈❡rs❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r♦✉t❡✉rs ❞♦♥t ♦♥ ❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥✳ ❊♥
❡✛❡t✱ s✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡✱
❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❬✻✼❪✱ ♣rés❡♥té❡ ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t ✭♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✳✷✳✶✮✳
❉❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❢✉t✉rs✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉❡r♦♥s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s
♣ré❝é❞❡♥ts✳
✺✳✷ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧✬✐♥✈❡♥t❛✐r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❞é❧❛✐ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ✢✉① ♣❛ss❛♥t à tr❛✈❡rs ✉♥ rés❡❛✉✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r
♣rés❡♥t❡r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✾❪ ❡t ❬✻✼❪✱ ♦ù ❛✉❝✉♥❡ s✉♣♣♦s✐t✐♦♥
♥✬❡st ❢❛✐t❡ s✉r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ✭♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ❛✈❡✉❣❧❡✮✳ ❚♦✉s ❧❡s ✢✉① s♦♥t s❡r✈✐s
❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r ❧❡ r♦✉t❡✉r ❞♦♥t ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés s✉r ❧❡s ✢✉① ✭❬✼✵❪✮✳
f1 : α1
f3 : α3
f2 : α2
R1 : β1 R2 : β2
❋✐❣✉r❡ ✻✽ ✕ ❘és❡❛✉ ❞❡ ❞❡✉① r♦✉t❡✉rs ❡t tr♦✐s ✢✉①✳
◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s s✉r ❧❡ rés❡❛✉ s✐♠♣❧❡ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✽✳
❈❡ rés❡❛✉ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✷ r♦✉t❡✉rs ✭R1 ❡t R2✮ ❡t tr♦✐s ✢✉① ✭f1✱ f2 ❡t f3✮✳ ▲❡s r♦✉t❡✉rs
❞✐s♣♦s❡♥t ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ str✐❝t r❡s♣❡❝t✐✈❡s β1 ❡t β2 ❡t ❧❡s ✢✉① s♦♥t ❝♦♥tr❛✐♥ts ♣❛r
❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬❛rr✐✈é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s α1✱ α2 ❡t α3✳ ▲❡s ✢✉① f1 ❡t f3 tr❛✈❡rs❡♥t ❧❡ rés❡❛✉ ❡♥t✐❡r
❛❧♦rs q✉❡ f2 ♥❡ ♣❛ss❡ q✉❡ ♣❛r R1✳
✺✳✷✳✶ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ✢✉① sé♣❛rés
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❛✉① rés❡❛✉① ❞♦♥t ❧❡s ✢✉① s♦♥t r❡❣r♦✉♣és ❡t
♦ù ❛✉❝✉♥❡ s✉♣♣♦s✐t✐♦♥ ♥✬❡st ❢❛✐t❡ s✉r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥❡
♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛✈❡✉❣❧❡ ❝❛r ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞ét❡r♠✐♥❡r q✉❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❡st tr❛✐té❡ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r✳
❈♦♠♠❡ ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s q✉❡❧s ✢✉① s♦♥t s❡r✈✐s ❡♥ ♣r❡♠✐❡r✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❙❝❤♠✐tt ❡t ❛❧✳✱
♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✼❪✱ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s ✿ ❝❤❛q✉❡ ✢✉① ❡st ét✉❞✐é ❝♦♠♠❡ s✬✐❧
ét❛✐t tr❛✐té ❡♥ ❞❡r♥✐❡r ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞✉ rés❡❛✉✳ ❆✐♥s✐✱ ❙❝❤♠✐tt ❡t ❛❧✳ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t
♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s s❡r✈✐❝❡s rés✐❞✉❡❧s ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✢✉① ❝♦♥s✐❞éré sé♣❛ré♠❡♥t✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧s ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✢✉①✳ ❈❡s
s❡r✈✐❝❡s rés✐❞✉❡❧s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♥❝❛té♥és ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ s❡r✈✐❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ✢✉① s✉r
❧❡ rés❡❛✉ ❝♦♠♣❧❡t✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ ❞é❧❛✐ ♠❛①✐♠✉♠✱ s✉❜✐ ♣❛r ❝❡ ✢✉①✱ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ♣❛r ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥
✶✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❜♦r♥❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛✈❡❝ ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s
❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❡♥tr❡ s❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❡t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ rés✐❞✉❡❧❧❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❝♦♠♣❧❡t✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❙❡♣❛r❛t❡ ❋❧♦✇ ❆♥❛❧②s✐s ✭❙❋❆✮✳
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✷✳✶✳ ▲❡ ❞é❧❛✐ ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❡ ✢✉① f1 ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✽ ❡st ✿
Dmax(1) = hDev(α1, β
′
1 ⊗ β
′
2),
♦ù β′1 = [β1 − α2 − α3]+ ❡st ❧❡ s❡r✈✐❝❡ rés✐❞✉❡❧ ❞❡ R1 ❛♣rès tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ f2 ❡t f3✱
β′2 = [β2 − α
′
3]+ ❝❡❧✉✐ ❞❡ R2 ❛♣rès ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ f3 ❞♦♥t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ α
′
3 =
(α3 ⊘ (β1 − α1 − α2)+)+✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ✢✉① ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ f3 ❛♣rès R1 ❞♦♥t ❧❡ s❡r✈✐❝❡
rés✐❞✉❡❧ ♣♦✉r f3 ❡st (β1 − α1 − α2)+✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡s à ♣r✐♦r✐tés
✜①❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡tr❛♥❝❤❡r ❧❡ s❡r✈✐❝❡ ❛♣♣♦rté ❛✉① ✢✉① ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s
✉♥✐q✉❡♠❡♥t✳
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✷✳✷✳ ❙✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f1 ❡st ❧❡ ✢✉① ❧❡ ♣❧✉s ♣r✐♦r✲
✐t❛✐r❡ ❡t f3 ❧❡ ♠♦✐♥s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡✱ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ f1 ❡st Dmax(1) = hDev(α1, β1 ⊗ β2)✱ ❡t ❝❡❧✉✐
❞❡ f3 ❡st Dmax(3) = hDev(α3, [β1 − α1 − α2]+ ⊗ [β2 − (α1 ⊘ [β1 − α2 − α3]+)+]+).
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❢❛✐t ♣❛r ❙❋❆✱ ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ❞❡s ✢✉① q✉✐ ✐♥t❡r❢èr❡♥t ❡st ❝♦♠♣té
♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s✳ ❈❡tt❡ ✈✐s✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s très ré❛❧✐st❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡s ✢✉① ♦♥t
tr❛✈❡rsé ✉♥❡ ♣r❡♠✐❡r r♦✉t❡✉r✱ ❧❡s ❝♦ûts ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ s♦♥t ♠♦✐♥❞r❡ ♣♦✉r ❧❡s s✉✐✈❛♥ts✳
❯♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ❛♣♣❡❧é P▼❖❖ ✿ P❛② ▼✉❧✲
t✐♣❧❡①✐♥❣ ❖♥❧② ❖♥❝❡✮✳ ❊❧❧❡ ❛♠♦rt✐s ❝❡s ❝♦ûts s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r♦✉t❡✉rs✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡
❢✉t ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❙❋❆ ❡t ❛ ❞♦♥♥é ♥❛✐ss❛♥❝❡ à ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ✿ P▼❖❖✲❙❋❆✳
P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❞é❧❛✐ s✉❜✐ ♣❛r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ✢✉① f ✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P▼❖❖✲❙❋❆ ❡✛❡❝t✉❡
❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡s r♦✉t❡✉rs✱ ♣✉✐s r❡tr❛♥❝❤❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡
❛✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ✢✉①✳ ❈❡❝✐ ❢♦✉r♥✐t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ rés✐❞✉❡❧❧❡ t♦t❛❧❡
♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ✢✉① f ✳ ▲❡ ❞é❧❛✐ ♠❛①✐♠✉♠ ❡st ❡♥✜♥ ♦❜t❡♥✉
♣❛r ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❡♥tr❡ s❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❡t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ rés✐❞✉❡❧❧❡
❛✐♥s✐ ❝❛❧❝✉❧é❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ P▼❖❖✲❙❋❆ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ r❡str❡✐♥t ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ ♥✬❛ ❞❡ s❡♥s q✉❡ s✐ t♦✉s ❧❡s ✢✉① ❞✉ rés❡❛✉① s✉✐✈❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❤❡♠✐♥✳ ❆✐♥s✐✱
❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ♣♦✉r ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✽✳
f2 : α2
f1 : α1
R1 : β1 R2 : β2
❋✐❣✉r❡ ✻✾ ✕ ❘és❡❛✉ ❞❡ ❞❡✉① r♦✉t❡✉rs ❡t ❞❡✉① ✢✉①✳
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✷✳✸✳ ❆♣♣❧✐q✉♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ❞❡✉①
✢✉① ✭f1✱ f2✮ tr❛✈❡rs❛♥t ❞❡✉① r♦✉t❡✉rs ✭R1✱ R2✮ ✭✜❣✉r❡ ✻✾✮✳ ▲❡ ❞é❧❛✐ s✉❜✐ ♣❛r ❧❡ ✢✉① f1
❡st ✿
Dmax(1) = hDev(α1, (β1 ⊗ β2 − α2)+).
❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♣❛t❤♦❧♦❣✐q✉❡s✱ P▼❖❖✲❙❋❆ r❡♥❞ ❞❡ ♠♦✐♥s ❜♦♥s rés✉❧t❛ts q✉❡ ❙❋❆
✭❬✻✼❪✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✾ ❧♦rsq✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, 2} αi(t) =
σi+ ρit ❡t βi(t) = ri(t−Li)+✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❙❋❆ ❡t P▼❖❖✲❙❋❆ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿
dSFA = L2 +
σ1
min{r1, r2} − ρ2
+
ρ2L2
r2 − ρ2
,
✺✳✷ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✶✶✶
dPMOO−SFA = L2 +
σ1 + ρ2L2
min{r1, r2} − ρ2
.
❈❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ dPMOO−SFA−dSFA > 0✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❝❤♦✐s✐s✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❧❛r❣❡✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♠✐♥✲♣❧✉s✳ ❈❡
q✉✐ r♦♠♣t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳
✺✳✷✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭▲P✮
❇♦✉✐❧❧❛r❞ ❡t ❛❧✳ ❛♣♣♦rt❡♥t✱ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✾❪✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❜♦r♥❡s
❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡♥✲
❝♦❞❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛❧❝✉❧✉s ✭s❡r✈✐❝❡✱ ❛rr✐✈é❡s✱ ❝❛✉s❛❧✐té✱ . . .✮ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✹✳ ❙♦✐t ✉♥ rés❡❛✉ ❝♦♥t❡♥❛♥t Nr r♦✉t❡✉rs ❡t Nf ✢✉①✳ ❙✐ ❧❡ rés❡❛✉ ❡st
❛❝②❝❧✐q✉❡ ❛❧♦rs ♣♦✉r ✉♥ ✢✉① fi✭r❡s♣✳ ✉♥ r♦✉t❡✉r Rj✮ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✜♥✐❡ λ ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❛✈❡❝ ♣♦✉r ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ optλ t❡❧❧❡ q✉❡ max(optλ✮ s♦✐t ❧❡ ♣✐r❡
❞é❧❛✐ ❞✬✉♥ ❜♦✉t à ❧✬❛✉tr❡ ❞✉ rés❡❛✉ ✭r❡s♣✳ ❧❛ ♣✐r❡ ❝❤❛r❣❡✮✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞é✜♥✐t✱ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱
❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ❞❛t❡s✱ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❞✬✉♥ rés❡❛✉✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♣✐r❡ ❞é❧❛✐ ❞✬✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❞✉ ✢✉① q✉❡ ❧✬♦♥ ét✉❞✐❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ✐♠❛❣✐♥❡ ét✉❞✐❡r ❧❛
❞♦♥♥é❡ ❞✉ ✢✉① ❡♥tr❛♥t ❞❛♥s ❧❡ r♦✉t❡✉r ❛✉ ♣✐r❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❡t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r
❝❡t ✐♥st❛♥t✳ ❈❡tt❡ ❞♦♥♥é❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✐♥térêt✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞❛t❡s ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❞❛t❡ tu ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ét✉❞✐é❡ s♦rt ❞✉ rés❡❛✉✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ❞é❜✉ts ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s ❝❤❛r❣é❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r t❡❧s q✉❡
❧❛ ❞♦♥♥é❡ ét✉❞✐é❡ ❡st ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♥÷✉❞ ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❡①♣r✐♠❡♥t✱ ❡♥ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞❛t❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✉ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛❧❝✉❧✉s ✿ ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡
❞❡s ✢✉①✱ ❧❛ ❝❛✉s❛❧✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✢✉① ❡♥tr❡ ❧✬❡♥tré❡ ❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s α ❡t β✳ ■❧ ❢❛✉t ❛❥♦✉t❡r ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t
❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ❞❛t❡s✳
❯♥ s♦❧✈❡✉r rés♦✉t ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡st❡r t♦✉t❡s ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛rr✐✈é❡s ❡t ❞❡ ❞é♣❛rts ❝✉♠✉❧és ❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ s✉❜✐ss❛♥t ❧❡ ♣✐r❡ ❞é❧❛✐✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦✛r❡ ❧❡ ❣r♦s ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ r❡t♦✉r♥❡r ❧❡ ❞é❧❛✐ ❡①❛❝t✳
▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✾❪ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦✉r
❧❡s rés❡❛✉① ❡♥ t❛♥❞❡♠✳
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✷✳✺✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ rés❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✽ s♦♥t
é♥✉♠éré❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, 2, 3}✱ F (0)i ❧❡s ❛rr✐✈é❡s ❝✉♠✉❧é❡s ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❞❡ fi ❡♥ R1✱ F
(1)
i ❧❡s ❞é♣❛rts ❝✉♠✉❧és ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ fi ❡♥ R1✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t i ∈
{1, 3} F
(2)
i ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ fi s♦rt❛♥t ❞❡ R2✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ q✉❛tr❡ ❞❛t❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ✿
t1 ❞é❜✉t ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡ ❞❡ R1✱ t2 ❝❡❧❧❡ ❞❡ R2✱ tu ✭r❡s♣✳ t3✮ ❞❛t❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡
❞❡ f3 ét✉❞✐é❡ r❡♥tr❡ ✭r❡s♣✳ s♦rt✮ ❞✉ rés❡❛✉✳
✕ ❖❜❥❡❝t✐❢ ✿ ♠❛① t3 − tu ❀
✕ ❈r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❞❛t❡s ✿ t1 6 t2 6 t3 ❀
✕ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❛ ❞❛t❡ ❞✬❛rr✐✈é❡✱ tu✱ ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✐♥térêt ✿
✕ t1 6 tu 6 t3 ❀
✕ F (0)3 (tu)− F
(2)
3 (t3) > 0 ❀
✕ F (0)3 (tu)− F
(0)
3 (t1) > 0 ❡t F
(0)
3 (t3)− F
(0)
3 (tu) > 0 ❀
✕ F (0)3 (tu)− F
(0)
3 (t1) 6 α3(tu − t1) ❡t F
(0)
3 (t3)− F
(0)
3 (tu) 6 α3(t3 − u) ❀
✶✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❜♦r♥❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛✈❡❝ ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s
✕ ❉é❜✉t ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡ ✿
✕ F (0)i (t1) = F
(1)
i (t1), ∀i ∈ {1, 2, 3} ❀
✕ F (1)i (t2) = F
(2)
i (t2), ∀i ∈ {1, 3} ❀
✕ ❈r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ✢✉① ✿
✕ F (0)i (t1) 6 F
(0)
i (t2) 6 F
(0)
i (t3), ∀i ∈ {1, 2, 3} ❀
✕ F (1)i (t1) 6 F
(1)
i (t2) 6 F
(1)
i (t3), ∀i ∈ {1, 2, 3} ❀
✕ F (2)i (t1) 6 F
(2)
i (t2) 6 F
(2)
i (t3), ∀i ∈ {1, 3} ❀
✕ ❈❛✉s❛❧✐té ❞❡s ✢✉① ✿
✕ F (0)i (t1) > F
(1)
i (t1) > F
(2)
i (t1), ∀i ∈ {1, 3} ❡t F
(0)
2 (t1) > F
(1)
2 (t1) ❀
✕ F (0)i (t2) > F
(1)
i (t2) > F
(2)
i (t2), ∀i ∈ {1, 3} ❡t F
(0)
2 (t2) > F
(1)
2 (t2) ❀
✕ F (0)i (t3) > F
(1)
i (t3) > F
(2)
i (t3), ∀i ∈ {1, 3} ❡t F
(0)
2 (t3) > F
(1)
2 (t3) ❀
✕ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s α ❞✉ ✢✉① fi, i ∈ {1, 2, 3} ✿
✕ F (0)i (t2)− F
(0)
i (t1) 6 αi(t2 − t1) ❀
✕ F (0)i (t3)− F
(0)
i (t2) 6 αi(t3 − t2) ❀
✕ F (0)i (t3)− F
(0)
i (t1) 6 αi(t3 − t1) ❀
✕ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s β ✿
✕ F (1)1 (t2) + F
(1)
2 (t2) + F
(1)
3 (t2)− F
(1)
1 (t1)− F
(1)
2 (t1)− F
(1)
3 (t1) > β1(t2 − t1) ❀
✕ F (2)1 (t3) + F
(2)
3 (t3)− F
(2)
1 (t2)− F
(2)
3 (t2) > β2(t3 − t2)✳
✺✳✷✳✸ Pr✐♦r✐tés ✜①❡s
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❚❤✐❡❧❡ ❡t ❛❧✳ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼✵❪ s❡ ♥♦♠♠❡ ❘❡❛❧ ❚✐♠❡
❈❛❧❝✉❧✉s✲✜①❡❞ ♣r✐♦r✐t✐❡s ✭❘❚❈✮✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✈✐s❡ à ❛♣♣♦rt❡r ✉♥ ♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ rés❡❛✉① à tâ❝❤❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡t ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ ❡♥ t❡♠♣s
ré❡❧ ♦✉ s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ t❡♠♣s✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s✳ ❖♥ ✈❡✉t ❞♦♥❝ ❣❛r❛♥t✐r ❧✬❛r✲
r✐✈é❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ét❛♥t t❡♠♣s✲ré❡❧ ❛✈❛♥t ❧❡✉rs é❝❤é❛♥❝❡s t♦✉t ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉
♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ♥♦♥✲❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦ss✐❜❧❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡s tâ❝❤❡s t❡♠♣s✲ré❡❧
❞✐s♣♦s❡♥t ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ❧❡s ♣❧✉s ❢♦rt❡s✳
❙♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❋❆ s❛✉❢ q✉❡ ❘❚❈ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s
✢✉① s♦♥t s♦✉♠✐s à ❞❡s ♣r✐♦r✐tés✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞✬❛✣♥❡r ❧❛ ❜♦r♥❡ ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ▲❡ s❡r✈✐❝❡
rés✐❞✉❡❧ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ s♦✉str❛②❛♥t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥é❝❡ss✐té❡s ♣❛r ❧❡s ✢✉①
❞❡ ♣r✐♦r✐tés ♣❧✉s é❧❡✈é❡s✳
❘❚❈ ❞✐✛èr❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞❡ ❙❋❆ ❝❛r ❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐❡ ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s ❞❡s ❛rr✐✈é❡s à ✉♥ ✢✉① ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ à ✉♥ r♦✉t❡✉r✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ αmin ✭r❡s♣✳ αmax✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭r❡s♣✳ ♠❛①✐♠✉♠✮ s✉r ❧❡s ❛rr✐✈é❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ r♦✉t❡✉r à
❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ✉♥ r♦✉t❡✉r R ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s s❡r✈✐❝❡s βmin
❡t βmax ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ s❡r✈✐❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠✴♠❛①✐♠✉♠ q✉❡ ❧❡ r♦✉t❡✉r ♣❡✉t
❢♦✉r♥✐r✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❞é❧❛✐ ♠❛①✐♠❛❧ s✉❜✐ ♣❛r ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❡♥tr❛♥t ❞❛♥s
R ✿
Dmax = hDev(α
max, βmin).
❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ à ❝❡❧❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s αmin ❡t
βmax s♦♥t ♦✉❜❧✐é❡s✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✵✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✽ ✈✉ ♣❛r ❘❚❈✱ ❧♦rsq✉❡ f1 ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❧❛
♣❧✉s ❢♦rt❡ ♣r✐♦r✐té ❡t f3 ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ f1 tr❛✈❡rs❡ R1 ❞✐s♣♦s❛♥t ❞✉ s❡r✈✐❝❡ β1✳
▲❡ ✢✉① f2 tr❛✈❡rs❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡ ♣r❡♠✐❡r r♦✉t❡✉r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ f1 ❡t f2 s♦♥t r❡♣rés❡♥tés
❝♦♠♠❡ s✬✐❧s ét❛✐❡♥t tr❛✐tés ♣❛r ❞✐✛ér❡♥ts r♦✉t❡✉rs✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ f2 ét❛♥t ♠♦✐♥s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ q✉❡
f1✱ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t tr❛✐té❡s ✉♥❡ ❢♦✐s f1 ❡♥t✐èr❡♠❡♥t s❡r✈✐✳ ❈❡ q✉✐ éq✉✐✈❛✉t à ❝♦♥s✐❞ér❡r
q✉❡ f2 tr❛✈❡rs❡ ✉♥ ❛✉tr❡ r♦✉t❡✉r ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ β′1 = (β1 − α1)+✳
✺✳✸ ➱t✉❞❡ ❞✉ ❞é❧❛✐ ♠❛①✐♠❛❧ ✿ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ à ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s ✶✶✸
β′′1
β′1
α3
f2
α2
α1
β1
f1
f3
β2
β′2
α′3
α′1
❋✐❣✉r❡ ✼✵ ✕ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❘❚❈ ❛✉ rés❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✽✳
▲❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ét❛♥t ré❛❧✐sé ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s rés✐❞✉❡❧❧❡s✱
❧❡s ❝♦ûts ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ s♦♥t ❝♦♠♣tés ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❡t ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ P▼❖❖ ♥✬❡st ♣❛s
❛ss✉ré❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ❜♦r♥❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s♦♥t s✉r✲❡st✐♠é❡s✳
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✷✳✻ ✭❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✮✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s α1(t) = 1+ t✱ α2(t) =
1+t✱ α3(t) = 1+2t✱ β1(t) = 6(t−1)+ ❡t β2(t) = 4(t−2)✱ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s rés✐❞✉❡❧❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s
à f3 ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t βSFA(t) = 3(t − 6.556)+✱ βLP (t) = 3(t − 5.133)+
❡t βRTC(t) = 3(t − 6)+✳ ❆❧♦rs ❧❡s ❞é❧❛✐s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ✿ dSFA = 6.889✱
dLP = 5.467 ❡t dRTC = 6.333✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ ▲P r❡♥❞ ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r
rés✉❧t❛t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s s❛♥s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡✳ ◆♦tr❡
♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❞❡s ❜♦r♥❡s ♣❧✉s ✜♥❡s q✉❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❡①✐st❛♥t❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ à ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s✳
✺✳✸ ➱t✉❞❡ ❞✉ ❞é❧❛✐ ♠❛①✐♠❛❧ ✿ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ à ♣r✐♦r✐tés
✜①❡s
■♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞é❧❛✐ ♣✐r❡✲❝❛s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s
♣♦✉r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ à ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s
✉t✐❧✐sé❡s ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❞é❧❛✐s ❜♦r♥és✳
✺✳✸✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❞✉ rés❡❛✉
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞és♦r♠❛✐s q✉❡ ❧❡s ✢✉① s♦♥t s♦✉♠✐s à ❞❡s ♣r✐♦r✐tés✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡s ✢✉①
s♦♥t ✐♥❞❡①és s❡❧♦♥ ❧❡✉r ♣r✐♦r✐té ❡t ❝❤❛q✉❡ ♣r✐♦r✐té ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ✿
✭P❘■❖✮ i < j ⇔ fi ❛ ✉♥❡ ♣r✐♦r✐té ♣❧✉s é❧❡✈é❡ q✉❡ fj .
❆✐♥s✐✱ f1 ❡st ❧❡ ✢✉① ❧❡ ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❝♦♥t❡♥❛♥t Nr r♦✉t❡✉rs t❡❧s q✉❡ ❧❡ r♦✉t❡✉r Rk ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡
❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ str✐❝t ♠✐♥✐♠❛❧❡ βk ❝♦♥✈❡①❡ ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t Nf ✢✉① t❡❧s q✉❡ ❧❡
✢✉① fi ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ αi ❝♦♥❝❛✈❡ ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳
❈❤❛q✉❡ ✢✉① fi s✉✐t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ℓi ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ ✿
pathi = 〈j1, . . . , jℓi〉✳ ❖♥ ♥♦♠♠❡ é❣❛❧❡♠❡♥t previ(j) ❧❡ r♦✉t❡✉r tr❛✈❡rsé ♣❛r ❧❡ ✢✉① fi ❥✉st❡
❛✈❛♥t ❞✬❡♥tr❡r ❞❛♥s Rj ✳ ❙✐ Rj ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r r♦✉t❡✉r tr❛✈❡rsé ♣❛r fi ❛❧♦rs previ(j) = 0✳
✶✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❜♦r♥❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛✈❡❝ ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r Rj ✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Fl(j) = {i|fi tr❛✈❡rs❡ ❧❡ r♦✉t❡✉r Rj} ❞é✜♥✐t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✢✉① tr❛✈❡rs❛♥t ❧❡ r♦✉t❡✉r ❡t maxFl(j) = max {i|i ∈ Fl(j)} r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡
✢✉① tr❛✈❡rs❛♥t ❧❡ r♦✉t❡✉r ❛②❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ♣r✐♦r✐té✳ P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ Fl(0) = [1, Nf ]✳
f3 : α3
f1 : α1
f2 : α2
R1 : β1 R2 : β2
R3 : β3
❋✐❣✉r❡ ✼✶ ✕ ❘és❡❛✉ ❝②❝❧✐q✉❡ ❞❡ tr♦✐s r♦✉t❡✉rs ❡t ❞❡ tr♦✐s ✢✉①✳
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✸✳✶✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✶✱ ❧❡ ✢✉① f1 ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞✬❛rr✐✈é❡
α1✳ ▲❡ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛r❝♦✉r✉ ♣❛r ❝❡ ✢✉① ❡st path1 = 〈1, 2〉✱ ❡t ❞♦♥❝ prev1(2) = 1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
f1 ❡st ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ q✉❡ f2✱ f3 s❡ ✈♦②❛♥t s❡r✈✐ ❡♥ ❞❡r♥✐❡r✳ ▲❡ r♦✉t❡✉r R1 ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡
❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ str✐❝t β1✳ ▲❡s ✢✉① tr❛✈❡rs❛♥t ❝❡ r♦✉t❡✉r s♦♥t Fl(1) = {1, 3} ❞♦♥t ❧❡ ♠♦✐♥s
♣r✐♦r✐t❛✐r❡ ❡stmaxFl(1) = 3✳ ❊♥✜♥ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ rés❡❛✉✱ (F (1)1 , F
(1)
3 , F
(2)
1 , F
(2)
2 , F
(3)
2 , F
(3)
3 )
❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡♥ R1 s✐✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡✱ (F
(0)
1 + F
(3)
3 , F
(1)
1 + F
(1)
3 ) ∈ Sstrict(β1)✳
❙✐ ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ❞é❧❛✐ ♠❛①✐♠❛❧ s✉❜✐ ♣❛r ✉♥ ✢✉① q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐tém✱ fm✱ ❛❧♦rs
✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ✢✉① ❞❡ ♣r✐♦r✐tés ✐♥❢ér✐❡✉r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
✉♥❡ ❞❛t❡ t à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ rés❡❛✉ r❡ç♦✐t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à tr❛✐t❡r ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s ✢✉① fm ❡t
fm′ ✱ m′ > m✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ fm′ ♥❡ s❡r♦♥t tr❛✐té❡s q✉✬❛♣rès ❝❡❧❧❡ ❞❡ fm✳ ❉♦♥❝✱
❧❡s ✢✉① ❞❡ ♣r✐♦r✐tés ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞✬✉♥ ✢✉① ❞❡ ♣r✐♦r✐té
s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s r♦✉t❡✉rs ❞✐s♣♦s❡♥t s♦✉✈❡♥t ❞✬✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ r♦✉t❡✉r ♣♦✉r ❞é♠❛rr❡r✱ ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ❛❝❝é❧ér❡r ❧❡
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ✢✉① ❞❡ ♣r✐♦r✐tés s✉♣ér✐❡✉r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❞❛t❡ t
à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ✢✉① fm ♣rés❡♥t❡ ❛✉ rés❡❛✉ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à tr❛✐t❡r✳ ❙✐ ❧❡ rés❡❛✉ ❡st ✈✐❞❡ ❛✈❛♥t
❝❡tt❡ ❞❛t❡ ✭♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✷✮✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥❡ s♦♥t tr❛✐té❡s q✉✬❛♣rès ✉♥ t❡♠♣s
❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ ✭L✮✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ t+L✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ à ❧✬✐♥st❛♥t t ❧❡ rés❡❛✉ ❡st ♦❝❝✉♣é à
s❡r✈✐r ✉♥ ✢✉① ♠♦✐♥s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ ✭♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✷✮✱ ❝❡tt❡ ❧❛t❡♥❝❡ ♥✬❛ ♣❛s ❧✐❡✉✳
❆✐♥s✐ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡ ❧❡ ✢✉① ❛②❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣r✐♦r✐té ❡st ❝❡❧✉✐ ❞♦♥t ♦♥
s♦✉❤❛✐t❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❞é❧❛✐ ❡t ♦♥ ❧❡ ♥♦t❡r❛ fNf ✳
F
(1)
m
F
(0)
m
❜✐ts
t
❜✐ts
t
F
(1)
m
F
(0)
m
F
(0)
m′
t❡♠♣s ✭t✮t❡♠♣s ✭t✮t+ L+ t′t+ L t+ t′
❋✐❣✉r❡ ✼✷ ✕ ❊✛❡t ❞✬✉♥ ✢✉① ♠♦✐♥s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ✢✉① ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡✳
✺✳✸ ➱t✉❞❡ ❞✉ ❞é❧❛✐ ♠❛①✐♠❛❧ ✿ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ à ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s ✶✶✺
✺✳✸✳✷ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❞é❧❛✐ ❜♦r♥é
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❛✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✉ ❞é❧❛✐ ❞❛♥s ✉♥
rés❡❛✉ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡♣r❡♥❞ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❋❆ ❬✻✼❪✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡
❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✷✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✢✉① s♦♥t s♦✉♠✐s à ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ♦✉ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❘❚❈ ❬✼✵❪✱
♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s αmax ❡t
βmin✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ✿ ▼ét❤♦❞❡ ❙❋❆ ❛✈❡❝ ♣r✐♦r✐tés
❉♦♥♥é❡s ✿ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ✿ pathi✱ αi✱ βj ✳
❘és✉❧t❛ts ✿ α(j)i ❝♦✉r❜❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ F
(j)
i ✱ β
(i)
j ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ str✐❝t ❞❡ fi ❡♥ Rj ✳
❉é❜✉t✶
P♦✉r t♦✉s j = 1 à Nr ❢❛✐r❡✷
β′j ← βj ❀✸
P♦✉r t♦✉s i = 1 à Nf ❢❛✐r❡✹
❙♦✐❡♥t pathi = 〈j1 . . . jℓi〉 ❀ j0 = 0❀✺
α
(0)
i ← αi❀✻
P♦✉r t♦✉s k = 0 à ℓi − 1 ❢❛✐r❡✼
α
(jk+1)
i ← α
(jk)
i ⊘ β
′
jk
❀✽
β
(i)
jk
← β′jk ❀✾
β′jk ← (β
(i)
jk
− α
(jk)
i )+❀✶✵
✜♥✶✶
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✷ ✭❙t❛❜✐❧✐té✮✳ ❯♥ rés❡❛✉ ❡st ❞✐t st❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❝❤❛q✉❡ ✢✉①
tr❛✈❡rs❛♥t ❧❡ rés❡❛✉ s✉❜✐ ✉♥ ❞é❧❛✐ ❜♦r♥é✳
●râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r
❛ss✉r❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ rés❡❛✉✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✸✳✸ ✭❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té✮✳ ❙♦✐t ✉♥ rés❡❛✉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ Nr ✢✉① ❡t Nf
r♦✉t❡✉rs t❡❧s q✉❡ fi ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r αi(t) = σi + ρit✱ Rj ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡
str✐❝t❡ βj(t) = rj(t−Lj)+ ❡t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭P❘■❖✮ s✉r ❧❡s ♣r✐♦r✐tés ❡st r❡s♣❡❝té❡✳ ▲❡ rés❡❛✉
❡st st❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
∀j ∈ [1, Nr], rj >
∑
i∈F l(j)
ρi.
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ❝❡ rés✉❧t❛t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✢✉① ❞❛♥s
❧❡ rés❡❛✉✳
❍②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ (Hk) ✿ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ f1, . . . , fk ❡st ✜♥✐ ❡t ♣♦✉r t♦✉t r♦✉t❡✉r Rj ✱
❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ rés✐❞✉❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ✢✉① fk+1, . . . , fNf ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ β
(k)
j (t) =
r
(k)
j (t− L
(k)
j )+ ❛✈❡❝
r
(k)
j >
∑
i∈F l(j)∩[k+1,Nf ]
ρi ❡t L
(k)
j <∞.
▲✬❤②♣♦t❤ès❡ (H1) ❡st ✈r❛✐❡ ✿ ❞✬❛♣rès ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✱ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ {j1, . . . , jℓ1}✱
❝❤❡♠✐♥ ❞❡ f1✱ rj > ρ1✳ ▲❡ ❞é❧❛✐ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ f1 ❡st ❜♦r♥é ✭✈♦✐r ❡①❡♠♣❧❡ ✺✳✶✳✶✻✮✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❧❡s ✢✉① ❞❡ s♦rt✐❡s ❞❡ f1 ♦♥t t♦✉s ✉♥ t❛✉① ρ1 ✭✈♦✐r ❡①❡♠♣❧❡ ✺✳✶✳✶✽✮ ❞♦♥❝✱ ❧❡ t❛✉①
✶✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❜♦r♥❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛✈❡❝ ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s
❞❡ s❡r✈✐❝❡ rés✐❞✉❡❧ ❞✉ r♦✉t❡✉rRj ❡st r
(1)
j = rj−ρ1 ❡t L
(1)
j =
σ1 + rjLj
rj − ρ1
<∞ ✭❞✬❛♣rès
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✺✳✶✳✷✶✮✳ P♦✉r t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s r♦✉t❡✉rs✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t j /∈ {j1, . . . , jℓ1}✱ ❧❛
❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❡st ✐♥❝❤❛♥❣é❡ ❡t ❞♦♥❝ r(1)j = rj ❡t L
(1)
j = Lj ✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♣♦✉r
t♦✉t r♦✉t❡✉r Rj ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿ r
(1)
j >
∑
i∈F l(j)∩[2,Nf ]
ρi ❡t L
(1)
j <∞.
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ (Hk−1) s♦✐t ✈r❛✐❡ ✿ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ✢✉① fk✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡
❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ {jk, . . . , jℓk}✱ r
(k−1)
j >
∑
i∈F l(j)∩[k,Nf ]
ρi ≥ ρk ❞♦♥❝
❧❡ ❞é❧❛✐ s✉❜✐ ♣❛r fk ❡st ❜♦r♥é ✭✈♦✐r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✺✳✶✳✶✻✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ s❡r✈✐❝❡ rés✐❞✉❡❧
❞❡ ❝❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r tr❛✈❡rsé ♣❛r fk ❡st r
(k)
j = r
(k−1)
j − ρk >
∑
i∈F l(j)∩[k+1,Nf ]
ρi ❡t
❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❞❡s ❛✉tr❡s r♦✉t❡✉rs ❡st ✐♥❝❤❛♥❣é❡✳ ❉♦♥❝✱ r(k)j = r
(k−1)
j >∑
i∈F l(j)∩[k+1,Nf ]
ρi ❡t ❧❛ ❜♦r♥❡ L
(k)
j <∞ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ✭❞✬❛♣rès ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✺✳✶✳✶✽✮✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ (HNf ) ♣r♦✉✈❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡✳
✺✳✸✳✸ ❆♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
Prés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝÷✉r ❞❡ ♥♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✿ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝❛❧❝✉✲
❧❛♥t ❧❡s ❞é❧❛✐s ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ♠✉♥✐s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ à ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥❝♦❞❛♥t ❧❡s ♣r✐♦r✐tés ❡♥ ✉♥ r♦✉t❡✉r
❧✐♥é❛✐r❡✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❡①tr❛♣♦❧♦♥s ❛✉① rés❡❛✉① ❛②❛♥t ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❛r❜r❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱
♥♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❣é♥ér❛❧❡s✳
❊♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ❡♥ ✉♥ r♦✉t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ r♦✉t❡✉r R✱ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✸✱ ❞✐s♣♦s❛♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡
s❡r✈✐❝❡ str✐❝t β✳ ❈❡ r♦✉t❡✉r ❡st tr❛✈❡rsé ♣❛r Nf ✢✉① f1✱ . . .✱ fNf s❛t✐s❢❛✐s❛♥t à ❧❛ ♣r♦♣r✐été
(PRIO)✳ ❈❤❛q✉❡ ✢✉① fi ❡st αi✲❝♦♥tr❛✐♥t ❡t F
(0)
i ✭r❡s♣✳ F
(1)
i ✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
❛rr✐✈é❡s ❝✉♠✉❧é❡s ✭r❡s♣✳ ❞❡s ❞é♣❛rts ❝✉♠✉❧és✮ ❞❡ fi✳
R : β
F
(1)
Nf
F
(0)
1 F
(1)
1
F
(0)
Nf
..
.
..
.
❋✐❣✉r❡ ✼✸ ✕ ❙②stè♠❡ R tr❛✈❡rsé ♣❛r Nf ✢✉①✳
Prés❡♥t♦♥s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛ss✉r❛♥t ❧❡s ♣r✐♦r✐tés ♣♦✉r ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡ ❞♦♥♥é❡✳
➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❞❛t❡ t✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ [start(t), t]✳ ❉❛♥s ❝❡ ❜✉t✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t
❞é✜♥✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞❛t❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ ♥♦té❡s ci, 0 6 i 6 Nf ✱ t❡❧❧❡s q✉❡ c0 = t✱
cNf = start(t) ❡t ♣♦✉r t♦✉t 1 < i < Nf
ci = sup{s 6 t | ∀k ∈ [1, i], F
(1)
k (s) = F
(0)
k (s)}.
▲❛ ❞❛t❡ ci r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ✐♥st❛♥t ❛✉q✉❡❧ fi+1 ♣❡✉t êtr❡ s❡r✈✐✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱
❝❡tt❡ ❞❛t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❞❡r♥✐❡r ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [start(t), t] ♦ù t♦✉s ❧❡s ✢✉① ❞❡
♣r✐♦r✐tés s✉♣ér✐❡✉r❡s à fi+1 ♥✬ét❛✐❡♥t ♣❛s ❝❤❛r❣és✳
✺✳✸ ➱t✉❞❡ ❞✉ ❞é❧❛✐ ♠❛①✐♠❛❧ ✿ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ à ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s ✶✶✼
F
(1)
2
F
(1)
1
c1
F
(0)
1
F
(0)
2
c2
❜✐ts
β
❜✐ts
t❡♠♣s ✭t✮
c0
t❡♠♣s ✭t✮
❋✐❣✉r❡ ✼✹ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❛t❡s (ci)i∈[0,2]✳
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✸✳✹✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ r♦✉t❡✉r R ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ✢✉① f1 ❡t f2 s♦✉♠✐s à
❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭P❘■❖✮ ❡t ✐❧❧✉str♦♥s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ❞❛t❡s (ci)i∈[0,2]✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ✼✹ r❡♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s ❡♥tré❡s ❡t ❞❡s s♦rt✐❡s ❝✉♠✉❧é❡s ❞❡ f1 ❡t
f2 ❡t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ str✐❝t ❞❡ R✳ ❙♦✐t ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é
t✳ ❆❧♦rs c0 = t ❡t c2 = start(t)✳ ▲❛ ❞❛t❡ c1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❞❡r♥✐❡r ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
[start(t), t] ♦ù ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ f2 ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛✐té❡s✳
Pr♦♣r✐été ✺✳✸✳✺✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❞❛t❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❛✛ér❡♥t❡s ❛✉① ♣r✐♦r✐tés ❞❡s ✢✉① ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
c0 > c1 > · · · > cNf ; ✭✺✳✶✮
∀i ∈ [0, Nf ], ∀k 6 i, F
(0)
k (ci) = F
(1)
k (ci); ✭✺✳✷✮
∀i ∈ [0, Nf ], ∀k > i+ 2, F
(1)
k (ci) = F
(1)
k (ci+1). ✭✺✳✸✮
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ci✱ ✐❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t q✉❡ ∀k ∈ [1, i], F
(0)
k (ci) =
F
(1)
k (ci)✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ✭✺✳✷✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ✭✺✳✷✮ ✈r❛✐❡ ✿ ❧❡s ✢✉① f1 à fi s♦♥t ✈✐❞és à ❧❛ ❞❛t❡ ci✳ ❉♦♥❝✱ F
(0)
i+1(ci) >
F
(1)
i+1(ci)✳ ▲❡s ✢✉① fi+2, . . . , fNf ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s êtr❡ tr❛✐té ✭❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣r✐été
✭P❘■❖✮✮✳ ❈❡❝✐ ❞é♠♦♥tr❡ ✭✺✳✸✮✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❞✬❛♣rès ✭P❘■❖✮✱ ♦♥ ❛ ci+1 = sup{s 6 t | ∀k ∈ [1, i + 1], F
(1)
k (s) =
F
(0)
k (s)} 6 sup{s 6 t | ∀k ∈ [1, i], F
(1)
k (s) = F
(0)
k (s)} = ci✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ✭✺✳✶✮ ❡st
s❛t✐s❢❛✐t❡✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉✬à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ✭✺✳✶✮ à ✭✺✳✸✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡t
r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ♣r✐♦r✐tés ❛✉① ❞❛t❡s (ci)i∈[0,Nf ]✳
▲❡♠♠❡ ✺✳✸✳✻✳ ❙♦✐t (F (0)i , F
(1)
i )16i6Nf ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
c < c′ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡ ❡t i0 t❡❧s q✉❡
∀i 6 i0, F
(0)
i (c) = F
(1)
i (c); ✭✺✳✹✮
∀i < i0, F
(0)
i (c
′) = F
(1)
i (c
′); ✭✺✳✺✮
∀i > i0, F
(1)
i (c) = F
(1)
i (c
′). ✭✺✳✻✮
✶✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❜♦r♥❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛✈❡❝ ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s
❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ (F (0)i , F˜
(1)
i )16i6Nf t❡❧❧❡ q✉❡ ∀1 6 i 6 Nf ✱
F˜
(1)
i (c) = F
(1)
i (c)✱ F˜
(1)
i (c
′) = F
(1)
i (c
′)✱ ∀t ∈ [c, c′]✱
∑
16i6Nf
F˜
(1)
i (t) =
∑
16i6Nf
F
(1)
i (t)
q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ❧❡s ♣r✐♦r✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❛t❡s c ❡t c′✳
❆✜♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✸✳✻✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ Svcn(β) = Sstrict(β)
❧♦rsq✉❡ β ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ❞é♠♦♥tré
❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✽❪ s✉r ❧❡s ♥÷✉❞ à ❝❛♣❛❝✐té ✈❛r✐❛❜❧❡✳
▲❡♠♠❡ ✺✳✸✳✼✳ ❙♦✐❡♥t F in, C ∈ F ❡t F out : R+ 7→ R t❡❧s q✉❡ ∀t > 0, F out(t) =
inf06s6t F
in(s) + C(t) − C(s)✳ ❆❧♦rs✱ F out ∈ F ❡t F out(t) = F in(start(t)) + C(t) −
C(start(t))✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✸✳✻✳ ❙♦✐t C ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❞✉ r♦✉t❡✉r✳ ❈♦♠♠❡ c ❡t c′
❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥❡ ♠ê♠❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡✱ ♦♥ ❛ ✿ ∀c 6 t 6 c′✱ C(t)−C(c) =
∑
i F
(1)
i (t)−
F
(1)
i (c)✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ C(t)− C(c) ❡st ❧❡ s❡r✈✐❝❡ ❣❧♦❜❛❧ ❢♦✉r♥✐ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥st❛♥ts c ❡t t✳
❉❡ ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ F˜ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ❧❡s ♣r✐♦r✐tés✳
❈♦♠♠❡ ❧❡s ✢✉① f1, . . . , fi✱ i 6 i0✱ s♦♥t ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s q✉❡ fi+1, . . . , fNf ❡t q✉❡ c ♠❛rq✉❡
❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡ ❞❡s ✢✉① f1, . . . , fi ✭❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✺✳✹✮✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✿∑
16k6i
F˜
(1)
k (t) = infc6s6t
∑
16k6i
F
(0)
k (s) + C(t)− C(s). ✭✺✳✼✮
❙✐ i = Nf ✱ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛ss✉r❡ q✉❡
∑
16k6Nf
F˜
(1)
k =
∑
16k6Nf
F
(1)
k ✳
▲❡ s❡r✈✐❝❡ ♦✛❡rt ❛✉① ✢✉① fi, . . . , fNf ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❛t❡s s ❡t t ❡st Ci(t)−Ci(s) = C(t)−∑i−1
k=1 F˜
(1)
k (t)− (C(s)−
∑i−1
k=1 F˜
(1)
k (s))✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ F˜
(1)
i (t) = infc6s6t F
(0)
i (s)+Ci(t)−
Ci(s)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛✉t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡
Ci(t)− Ci(s) ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✿
F˜
(1)
i (t) +
i−1∑
k=1
F˜
(1)
k (t) = infc6s6t
F
(0)
i (s) + C(t)− C(s) +
i−1∑
k=1
F˜
(1)
k (s)
i∑
k=1
F˜
(1)
k (t) = infc6s6t
F
(0)
i (s) + C(t)− C(s) + inf
c6t′6s
i−1∑
k=1
F
(0)
k (t
′) + C(s)− C(t′),
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✼
i∑
k=1
F˜
(1)
k (t) = inf
c6t′6s6t
F
(0)
i (s) +
i−1∑
k=1
F
(0)
k (t
′) + C(t)− C(t′)
i∑
k=1
F˜
(1)
k (t) = infc6s6t
i∑
k=1
F
(0)
k (s) + C(t)− C(s),
❝❛r ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r s = t′.
❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ s❡r✈✐❝❡ ❞é✜♥✐t ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✼✳
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✼ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ Ci = C−
∑i−1
k=1 F˜
(1)
k ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❞✬❛♣rès
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♥÷✉❞s à ❝❛♣❛❝✐té ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❬✺✵❪✮✱ F˜ (1)i 6 F
(0)
i ❡t F˜
(1)
i ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✳
❆✐♥s✐✱ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ (F (0)i , F˜
(1)
i ) ❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡t s❛t✐s❢❛✐t ❛✉① ♣r✐♦r✐tés ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✲
✈❛❧❧❡ [c, c′]✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✸✳✻ ❛✉① ❞❛t❡s ci ❡t ci−1✱ 1 6 i 6 Nf ✱
♦♥ ❝♦♥str✉✐t✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ❞❛t❡s ❡t ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é✜♥✐❡s✱ ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡ ❞✬✐♥térêt q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ❧❡s
♣r✐♦r✐tés✳
✺✳✸ ➱t✉❞❡ ❞✉ ❞é❧❛✐ ♠❛①✐♠❛❧ ✿ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ à ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s ✶✶✾
❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣♦✉r ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❛r❜r❡
f4
f3
f1
f2
R7
❋✐❣✉r❡ ✼✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❛r❜r❡✳
◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ❞❛t❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛ss✉r❡r ❧❡s ♣r✐♦r✐tés s✉r ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡
❝❤❛r❣é❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥
rés❡❛✉ ❛②❛♥t ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❛r❜r❡✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s♣é❝✐✜q✉❡s
à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳
▼♦❞è❧❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❛②❛♥t ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❛r❜r❡ ◆♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❧❡s rés❡❛✉①
❛②❛♥t ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❛r❜r❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✢✉① s♦♥t ❞✐r✐❣és ✈❡rs ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ◆♦tr❡
♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣✐r❡ ❞é❧❛✐ ❞✉ ✢✉① fNf ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s❡ t❡r♠✐♥❡ à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡
❧✬❛r❜r❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ RNr ❡st ❧❡ r♦✉t❡✉r à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❀
✕ next(j) ❞é♥♦t❡ ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞✉ r♦✉t❡✉r s✉✐✈❛♥t Rj ✳ ❙✐✱ j = Nr ❛❧♦rs next(j) = Nr+1 ❀
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ previ(j) ❢♦✉r♥✐t ❧❡ ♥♦♠ ❞✉ r♦✉t❡✉r tr❛✈❡rsé ♣❛r fi ❛✈❛♥t ❞❡ r❡♥tr❡r ❡♥
Rj ✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✺ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❛r❜r❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✹ ✢✉① ❡t ✼
r♦✉t❡✉rs✳
❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ➱t✉❞✐♦♥s ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛❧❝✉❧✉s ❧❡ ♣✐r❡ ❞é❧❛✐ s✉❜✐ ♣❛r
✉♥ ✢✉①✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✢✉① ❞✉ rés❡❛✉ s♦♥t s♦✉♠✐s à ❞❡s ♣r✐♦r✐tés✳ ◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ r❡♣r❡♥❞ ❡t
ét❡♥❞ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✐♥tr♦❞✉✐ts ❡♥ ❬✾❪ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❧✐é❡s ❛✉① ♣r✐♦r✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s ✢✉①✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✸ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❡s
♣r✐♦r✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s ✢✉①✱ ✐❧ ❢❛✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❞❛t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s r❡s♣❡❝t❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ♣r♦♣r✐étés✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ♣✉✐s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡t ❡♥✜♥
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱ ♥♦té Vt✱ r❛ss❡♠❜❧❡ ❧❡s ❞❛t❡s s♦✉♠✐s❡s à ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ◆♦✉s ❧❡s ♥♦t♦♥s c(j)i ❡t tu✳ ❈❡❝✐ ❢♦✉r♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ❞✬❛✉ ♣❧✉sNr(Nf+1)
❞❛t❡s✳
✕ tu ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞❛t❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✐♥térêt ✭s✉❜✐ss❛♥t ❧❡ ♣✐r❡ ❞é❧❛✐✮ ❡♥tr❡ ❞❛♥s
❧❡ rés❡❛✉ ❀
✕ ∀j ∈ [1, Nr]✱ ∀i ∈ Fl(j) ∪ {0}✱ c
(j)
i r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❞❛t❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡s ♣r✐♦r✐tés
s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡ ❞✬✐♥térêt✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♥♦té Vf ✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ❛rr✐✈é❡s
❡t ❞❡s s♦rt✐❡s ❝✉♠✉❧é❡s ❞❡s ✢✉① ❞✉ rés❡❛✉ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ❞❛t❡s
Vt✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Vf ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♣✐r❡ 2Nf (Nf + 1)Nr ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿
✕ F (0)m (tu) ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ fNf ❡♥tré❡ ❞❛♥s ❧❡ r♦✉t❡✉r à ❧❛ ❞❛t❡ tu ❀
✕ ∀j ∈ [1, Nr], ∀i ∈ Fl(j), ∀k ∈ Fl(j)∪{0}✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s F
(0)
i (c
(j)
k )✱
F
(j)
i (c
(j)
k ) ❡t F
(j)
i (c
(previ(j))
k )✳
✶✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❜♦r♥❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛✈❡❝ ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❞é❧❛✐ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ fNf ✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ t❡♠♣s
❡♥tr❡ ❧✬❛rr✐✈é❡ ❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ét✉❞✐é❡ ✿ max c(Nr)0 − tu.
▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t ❧✐sté❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❛✜♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r
❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à rés♦✉❞r❡✳
✕ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❛ss✉r❛♥t q✉❡ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❝❛❧❝✉❧é ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❞é❧❛✐ s✉❜✐ ♣❛r ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ✿
F
(0)
Nf
(tu) > F
(Nr)
Nf
(c
(Nr)
0 ) ❀
✕ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ✿ ∀j ∈ [1, Nr], i, i′ ∈ Fl(j) ∪ {0}, i > i′✱
c
(j)
i 6 c
(j)
i′ ❡t c
(j)
0 = c
(next(j))
maxFl(next(j)) ✭❛✉ ♣❧✉s Nr(Nf + 1) ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✮;
✕ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝❛✉s❛❧✐té ❡t ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ s✉r ❧❡s ✢✉① ✿ ∀j, j′ ∈ [1, Nr], j > j′, ∀t 6
t′ ∈ Vt ❡t F
(j)
i (t), F
(j′)
i (t), F
(j)
i (t
′) ∈ Vf ,
F
(j)
i (t) 6 F
(j′)
i (t) ✭❛✉ ♣❧✉s 2NrNf (Nf + 1) ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✮;
F
(j)
i (t) 6 F
(j)
i (t
′) ✭❛✉ ♣❧✉s 2NrN2f ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✮;
✕ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❛rr✐✈é❡s ✿ ∀c(j)k > c
(j′)
k′ ∈ Vt, i ∈ Fl(j) ∩ Fl(j
′),
F
(0)
i (c
(j)
k )−F
(0)
i (c
(j′)
k′ ) 6 αi(c
(j)
k −c
(j′)
k′ ) ✭❛✉ ♣❧✉s
Nf∑
i=1
|αi|(Nr(Nf+1))
2 ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✮;
✕ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ✿ ∀j ∈ [1, Nr]✱ ∀k, k′ ∈ Fl(j) ∪ {0}✱ k < k′,
∑
i∈F l(j)
F
(j)
i (c
(j)
k )−F
(j)
i (c
(j)
k′ ) > βj(c
(j)
k −c
(j)
k′ ) ✭❛✉ ♣❧✉s
Nr∑
j=1
|βj |(Nf )
2 ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✮;
✕ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s ❝❤❛r❣é❡s ✿ ∀j ∈ [1, Nr]✱ ∀i ∈ Fl(j)✱
F
(previ(j))
i (c
(j)
maxFl(j)) = F
(j)
i (c
(j)
maxFl(j)) ✭❛✉ ♣❧✉s NfNr ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✮;
✕ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣r✐♦r✐tés ✿ ∀j ∈ [1, Nr]✱ ∀k ∈ Fl(j) ∪ {0}✱ ∀i ∈ Fl(j),
∀i 6 k, F
(j)
i (c
(j)
k ) = F
(previ(j))
i (c
(j)
k ) ✭❛✉ ♣❧✉s NrNf (Nf + 1) ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✮;
∀i > k + 2, F
(j)
i (c
(j)
k ) = F
(j)
i (c
(j)
k+1) ✭❛✉ ♣❧✉s NrNf (Nf + 1) ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✮.
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✸✳✽✳ ▲✬❡♥t✐❡r k+2 ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✉ ✢✉①
❞❡✉① ❢♦✐s ♠♦✐♥s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ q✉❡ fk ♣❛ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡ r♦✉t❡✉r Rj✳ ❈❡tt❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♥✬❡①✐st❡
♣❛s t♦✉❥♦✉rs ✿ ❧♦rsq✉❡ k = Nf ❡t k = Nf + 1✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✸✳✾✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ c(j)0 ❡t c
(next(j))
maxFl(next(j)) ❡①♣r✐♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡
❞❛t❡ ❡t q✉❡ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✐❧ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❧❡s ❝♦♥s❡r✈❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉①✳
◆é❛♥♠♦✐♥s ❝❡❧❛ s✐♠♣❧✐✜❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❞❛t❡
tnext(j) ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s λprio ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s é♥♦♥❝é❡s
❝✐✲❞❡ss✉s ❡t dprio ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡ s♦❧✈❡✉r rés♦❧✈❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s λprio✳
▲❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❞✉ rés❡❛✉ ét✉❞✐é ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✢✉① ❡t ❞❡ r♦✉t❡✉rs✮✳
❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ét❛❜❧✐❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉
rés❡❛✉ ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦❜✲
❥❡❝t✐❢✳ ▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❝❡tt❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ s❛t✐s❢❛✐t ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♥❡t✇♦r❦
✺✳✸ ➱t✉❞❡ ❞✉ ❞é❧❛✐ ♠❛①✐♠❛❧ ✿ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ à ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s ✶✷✶
❝❛❧❝✉❧✉s ❡t ❛✉① ♣r✐♦r✐tés✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ♠♦♥tré ✭❧❡♠♠❡ ✺✳✸✳✻✮ q✉✬à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡
✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ♣r✐♦r✐tés ❞✉r❛♥t ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣r♦✉✈❡r q✉❡
❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡①tr❛♣♦❧❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ❛rr✐✈é❡s ❝✉♠✉❧é❡s F (0)i q✉✐ s♦✐❡♥t αi✲❝♦♥tr❛✐♥t❡s à
❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❞✬✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡ ❡t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r Rj ♦✛r❡ ✉♥ s❡r✈✐❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧
βj ✳
bits
bits
temps (t)
temps (t)s1 s2 s4
α
F
s3
g0
g1
g2
g3
g4
s0
❋✐❣✉r❡ ✼✻ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❛rr✐✈é❡s ❡①tr❛♣♦❧é❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳
▲❡♠♠❡ ✺✳✸✳✶✵✳ ❙♦✐t α ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❛✈❡ ❞❡ F ✱ ∃n ∈ N✱ s0 6 s1 6 · · · 6 sn ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ❞❛t❡s ❡t {hi}06i6n ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ t❡❧s q✉❡
i1 < i2 ⇒ 0 6 hi2 − hi1 6 α(si1 − si2).
❆❧♦rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡①tr❛♣♦❧❡r ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ hi ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ F q✉✐ s♦✐t ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ α✲❝♦♥tr❛✐♥t❡
t❡❧❧❡ q✉❡ F (si) = hi✱ 0 6 i 6 n✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F t❡❧❧❡ q✉❡
F (t) = min{min{hi + α(t− si) | si 6 t},min{hi | si > t}}.
▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✻ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱ i ∈ {1, . . . , n}✱ t❡❧ q✉❡ si 6 t✱ ♦♥ ❛ F (t)−hi 6 α(t−si)✳
❉❡ ♣❧✉s✱ F (si) = mini>j hj + α(si − sj) 6 hi✱ ❞♦♥t ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r i = j✳
❉♦♥❝ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t F (si) = hi✳
P♦s♦♥s ❞❡✉① ❞❛t❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s t′✱ t′′ t❡❧❧❡s q✉❡ t′ < t′′✳ ❙✐ F (t′) 6= F (t′′)✱ ❞❡✉① ❝❛s
♣❡✉✈❡♥t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ✿
✕ ✐❧ ❡①✐st❡ i t❡❧ q✉❡ t′ 6 si ❡t F (t′) = hi✳ ❆❧♦rs✱ F (t′′)−F (t′) = F (t′′)−hi 6 α(t′′−si) ❀
✕ ♦✉ ❜✐❡♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ i t❡❧ q✉❡ F (t′) = hi + α(t′ − si)✳ ❆❧♦rs✱
F (t′′)− F (t′) = F (t′′)− hi − α(t
′ − si) 6 α(t
′′ − si)− α(t
′ − si)✳
❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s F (t′′)−F (t′) 6 α(t′′− t′)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡
❡t α✲❝♦♥tr❛✐♥t❡✳
❈❡ ❧❡♠♠❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ❛rr✐✈é❡s ❝✉♠✉❧é❡s✳ ❈❡ q✉✐
♣r♦✉✈❡ q✉✬à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞é✜♥✐❡s ♦♥ ♣❡✉t ❡①tr❛♣♦❧❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s F (0)i
q✉✐ s♦✐❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡s ❡t αi✲❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡ s❡r✈✐❝❡ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ✉♥ r♦✉t❡✉r q✉❡❧❝♦♥q✉❡ R ❡st ✉♥❡
❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ str✐❝t β✳
▲❡♠♠❡ ✺✳✸✳✶✶✳ ❙♦✐t β ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à F ✱∃n ∈ N✱ s0 6 s1 6 · · · 6
sn ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❞❛t❡s ❡t {hi}06i6n ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ t❡❧s q✉❡ ✿
i1 < i2 ⇒ hi2 − hi1 > β(si2 − si1).
✶✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❜♦r♥❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛✈❡❝ ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s
bits
bits
temps (t)
temps (t)
s1 s2
g0
g1
g2
s0
β
g3
g4
s3 s4
F
❋✐❣✉r❡ ✼✼ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s s♦rt✐❡s ❝✉♠✉❧é❡s ❡①tr❛♣♦❧é❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳
❆❧♦rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡①tr❛♣♦❧❡r ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ hi ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ F q✉✐ s♦✐t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t β✲
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛✈❡❝ F (si) = hi✱ 0 ≤ i 6 n✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
F (t) = max{hi + β(t− si) | t > si}.
▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✼ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . , n} t❡❧ q✉❡ si 6 t✱ ♦♥ ❛ F (t) − hi > β(t− si)✳
❉❡ ♣❧✉s✱ F (si) = hi✳
P♦s♦♥s ❞❡✉① ❞❛t❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s t′✱ t′′ t❡❧❧❡s q✉❡ t′ < t′′✳ ❙✐ F (t′) 6= F (t′′)✳ ■❧ ❡①✐st❡ i
t❡❧ q✉❡ F (t′) = hi + β(t′ − si)✳ ❆❧♦rs✱
F (t′′)− F (t′) = F (t′′)− hi − β(t
′ − si) > β(t
′′ − si)− β(t
′ − si) > β(t
′′ − t′)✳ ❉♦♥❝ F ❡st
❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t β✲❝♦♥tr❛✐♥t❡✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s ✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✸✳✶✷✳ ❙♦✐t ✉♥ rés❡❛✉ ❛②❛♥t ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❛r❜r❡ tr❛✈❡rsé ♣❛r ❞❡s ✢✉①
♦r❞♦♥♥és ♣❛r ❞❡s ♣r✐♦r✐tés✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s λprio✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥✲
str✉✐r❡ ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ rés❡❛✉ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❛✉① ♣r✐♦r✐tés✱ ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❛rr✐✈é❡s ❞❡
❝❤❛q✉❡ ✢✉① ❡t ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡ ❞✉r❛♥t
❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✐♥térêt rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ r♦✉t❡✉r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r♦✉t❡✉rs ❡t ❞❡ ✢✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ rés❡❛✉✳
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✸✳✶✸✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✽ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t rés❡❛✉ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜s❡r✈❡r ✉♥❡
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❡t ❝❡❧✉✐ à ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦✲
♣r✐étés σ1 = σ2 = σ3 = σ✱ ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ✱ r1 − ρ > r2 ❡t L2 = 0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s
❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❞é❧❛✐
dblind =
r2
r2 − ρ
σ + r1L1
r1 − ρ
+
2σ
r2 − ρ
,
dprio =
2σ
r2 − ρ
+
σ + r1L1
r1 − 2ρ
,
♦ù dblind ✭r❡s♣✳ dprio✮ ❡st ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ❛✈❡✉❣❧❡ ✭r❡s♣✳ ❛✈❡❝ ♣r✐♦r✐tés
✜①❡s✮✳
✺✳✸ ➱t✉❞❡ ❞✉ ❞é❧❛✐ ♠❛①✐♠❛❧ ✿ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ à ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s ✶✷✸
R1 R2
R3
f1
f3
f2
❋✐❣✉r❡ ✼✽ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ à ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡
❚r❛✐t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❝♦♥✲
s✐st❡ à tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❝❡ rés❡❛✉ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✬❛r❜r❡ ♣❛r ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é♣❧✐❛❣❡✳ ▲❡s r♦✉t❡✉rs s♦♥t ❞✉♣❧✐q✉és ❛✜♥ ❞❡ r❡❝ré❡r ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❛r❜r❡✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✽ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ rés❡❛✉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✸ r♦✉t❡✉rs ❡t ❞❡ ✸ ✢✉① t❡❧ q✉❡ ✿ path1 =
〈1, 2, 3〉✱ path2 = 〈3, 1, 2〉✱ path3 = 〈3, 2, 1〉✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✾ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠ê♠❡ rés❡❛✉ ✉♥❡
❢♦✐s ❞é♣❧✐é✳ ▲✬✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ❞é♣❧✐❡♠❡♥t ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ❞é❧❛✐ s✉❜✐ ♣❛r
❧❡ ✢✉① ❧❡ ♠♦✐♥s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ f3✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❞♦✐t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r tr❛✈❡rsé ♣❛r
❝❡ ✢✉① ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ✐♥❞✐q✉é ♣❛r path3 ❡t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ s❡r✈✐❝❡ ❢♦✉r♥✐ à f3 ♣❛r ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥tr❡
❡✉①✳ ■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ s❡r✈✐❝❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞✉ r♦✉t❡✉r ❛✉q✉❡❧ ♦♥ s♦✉str❛✐t ❧❡ s❡r✈✐❝❡ ❛❧❧♦✉é ❛✉①
✢✉① ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s✳ ❖r✱ ❧❡ s❡r✈✐❝❡ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ✉♥ r♦✉t❡✉r R à ✉♥ ✢✉① f ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥
♣❛r❝♦✉r✉ ♣❛r f ❛✈❛♥t ❞❡ r❡♥tr❡r ❞❛♥s R ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ✢✉① ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❧❡ s❡r✈✐❝❡ r❡♥❞✉ à f3 ❡♥ R3 ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❛rr✐✈é❡s ❞❡ f2 ❡t f1✳ ❯♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡s ❛rr✐✈é❡s ❞❡
f2 s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❝❛r ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♣r❡♠✐❡r r♦✉t❡✉r q✉✬✐❧ tr❛✈❡rs❡✱ ❡t ❞é♣❡♥❞
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ α2✳ P♦✉r f1✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ ✢✉① ❡t ❞♦♥❝ ❞✉♣❧✐q✉❡r
t♦✉s ❧❡s r♦✉t❡✉rs ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t tr❛✈❡rsés✳ ❈❡ ❝❤❡♠✐♥ ✭❡t ❧❡s r♦✉t❡✉rs ❞✉♣❧✐q✉és✮ s♦♥t
r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧é ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✾✳
▲❡ ♥♦♠ ❞❡s r♦✉t❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❞é♣❧✐é ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧s s♦♥t ❞✉✲
♣❧✐q✉és✱ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ✿ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ♣r✐♦r✐té
❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ✭❈P❉✮✳ ❯♥ ❈P❉ 〈(j0, fi0), . . . , (jp, fip)〉 ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ ✭♥♦♠ ❞❡ r♦✉t❡✉r✱ ♥♦♠ ❞❡ ✢✉①✮ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿


〈j0, . . . , jp〉 ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ rés❡❛✉,
∀0 6 k 6 p, fik ∈ Fl(jk),
∀0 6 k < p, jk = previk(jk+1)
∀0 6 k < p, ik = max{i 6 kk+1 | i ∈ Fl(jk)}, ❡st ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❞❡s ✢✉①
tr❛✈❡rs❛♥t ❧❡ r♦✉t❡✉r Rjk .
▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❈P❉ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡st ✜♥✐✳ ▲❡s r♦✉t❡✉rs s♦♥t ❛❧♦rs ét✐q✉❡tés
♣❛r ❞❡s ❈P❉s t❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (lastNf , fNf )✱ ♦ù lastNf ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❞❡r♥✐❡r
r♦✉t❡✉r tr❛✈❡rsé ♣❛r fNf ✳ ❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✾ ❧❡s r♦✉t❡✉rs s♦♥t
ét✐q✉❡tés ♣❛r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ❈P❉✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❈P❉ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r r♦✉t❡✉r ❡♥
❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡ ❡st 〈(1, f1), (2, f1), (3, f3), (2, f3), (1, f3)〉✳
❙♦✐t 〈j1, . . . jℓi〉 ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣♦✉r ❧❡ ✢✉① fi ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
❉❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ❞é♣❧✐é✱ ❧❡ ✢✉① fi s✉✐t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ 〈Π1, . . .Πq〉 t❡❧ q✉❡ Πk = 〈(jk, fik), . . .✱
(jq, fiq)✱ Π〉 ❡t Π ❡st s♦✐t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ✈✐❞❡✱ ♦✉ q = ℓi✱ ♦✉ Π = 〈(j
′, f ′)...〉 ❛✈❡❝ j′ 6= jq+1 ❡t
i0 > i✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✽ ❧❡ ✢✉① f2 s✉✐t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥
〈Π1,Π2Π3〉 t❡❧ q✉❡ Π1 = 〈(3, f3), (2, f3), (1, f3)〉✱ Π2 = 〈(3, f2), (1, f2), (2, f3), (1, f3)〉 ❡t
Π3 = 〈(3, f2), (1, f3)〉✳
✶✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❜♦r♥❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛✈❡❝ ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s
f1
f1
(1, f1)
f1
(1, f1) (2, f1)
(3, f2)(2, f1) f2
f3f2
(3, f3)
(1, f2)
(1, f1) (2, f1)
(2, f3)
f2
(3, f2)
(1, f3)
f1
f1
❋✐❣✉r❡ ✼✾ ✕ ❉é♣❧✐❡♠❡♥t ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✽✳
✺✳✹ ❊①❛❝t✐t✉❞❡ ❞❡s ❜♦r♥❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s
❉❛♥s ❧❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥é ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s
❞é❧❛✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ✜♥❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❛✈❡✉❣❧❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s
♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❛❜♦r❞é ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝❛❧❝✉❧és✳ ❉❛♥s
✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❝❛s q✉✐ ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♥❡ r❡t♦✉r♥❡ ♣❛s ✉♥❡
❜♦r♥❡ ❡①❛❝t❡ ❡t ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ r❡♥❞ ❛❧♦rs ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r rés✉❧t❛t✳ P✉✐s✱
♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❜♦r♥❡ ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ◆♦✉s ✜♥✐ss♦♥s
♣❛r ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s ❝❛s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❡①❛❝t❡✱
❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ ❞é❧❛✐✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s dprio ✭r❡s♣✳ dsfa✮ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞✉ ✢✉① fNf ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❛✈❡❝ ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s ✭r❡s♣✳ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❋❆✮✳
✺✳✹✳✶ ➱t✉❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✵
❛✜♥ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡✳
▲❡ rés❡❛✉ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ tr♦✐s r♦✉t❡✉rs ❡t tr♦✐s ✢✉① ♦ù f1 ❡t f3 tr❛✈❡rs❡♥t ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉
rés❡❛✉ ❡t f2 ♥❡ ♣❛ss❡ q✉✬à tr❛✈❡rs R2✳
f2f1
f3
R1 R2 R3
❋✐❣✉r❡ ✽✵ ✕ ❘és❡❛✉ ❞❡ tr♦✐s r♦✉t❡✉rs ❡t ❞❡ tr♦✐s ✢✉① ❛②❛♥t ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❛r❜r❡✳
❈♦♠♣❛r♦♥s ♥♦s rés✉❧t❛ts à ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❋❆ ❧♦rsq✉❡ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés s♦♥t ❛✛❡❝tés
❛✉① ✢✉①✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐és
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✺ ❧❡s ❞é❧❛✐s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s♦♥t ♣❧✉s
❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡✉① ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s α1(t) = 2t+2✱
α2(t) = 3t + 3✱ α3(t) = 2✱ β1(t) = 4(t − 5)+✱ β2(t) = 8(t − 4)+✱ β3(t) = 3(t − 4)+✱ ❧❡
❞é❧❛✐ ❝❛❧❝✉❧é ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st dprio = 52 ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t dsfa = 60.6 ❛✈❡❝
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s α′1(t) = t+1✱ α
′
2(t) = 2✱ α
′
3(t) = 1✱ β
′
1(t) = 2t✱
β′2(t) = 4t✱ β
′
3(t) = 2t✳ ◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡ dprio = 2 ❛❧♦rs q✉❡ ❙❋❆ ♦❜t✐❡♥t dsfa = 5/6✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❋❆ ❛✈❡❝ ♣r✐♦r✐tés ♣❡✉t ❢♦✉r♥✐r ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦tr❡
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
r♦✉t❡✉r ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❞❡ R1 s♦♥t
ét✉❞✐é❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡ ❡♥tr❡ t1 ❡t t2✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥st❛♥ts t2
✺✳✹ ❊①❛❝t✐t✉❞❡ ❞❡s ❜♦r♥❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ✶✷✺
❡t t3✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡①♣r✐♠é❡s ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡
❞✉ ✢✉① f1 q✉✐ ♥❡ ❞❡✈r❛✐t ♣❛s êtr❡ ❛✉t♦r✐sé❡✳
❆✜♥ ❞✬❛✣♥❡r ❧❛ ❜♦r♥❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♥♦✉s ❡♥❝♦❞♦♥s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞✬❛rr✐✈é❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✢✉① ❡♥ ❝❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r q✉✬✐❧ tr❛✈❡rs❡ ❣râ❝❡ ❛✉① rés✉❧t❛ts ❢♦✉r♥✐s
♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❋❆ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✢✉① s♦♥t s♦✉♠✐s à ❞❡s ♣r✐♦r✐tés✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
r❡♥❞r❛ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❋❆ ❡t q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡①❛❝t❡ ♣♦✉r ❧❡s
♣♦❧✐t✐q✉❡s ❛✈❡✉❣❧❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✐❧ ❡st ♣❡✉ ♣r♦❜❛❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❡①❛❝t❡ ✈✉ q✉❡ ❧❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥s✐st❡ ❛ ♠✐①❡r ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ✐♥❡①❛❝t❡s✳ ❆❥♦✉t♦♥s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∀j ∈ [1, Nr], ∀i ∈ Fl(j), ∀k, k
′ ∈ Fl(j) ∪ {0}, k ≥ k′,
F
(j)
i (c
(j)
k′ )− F
(j)
i (c
(j)
k ) ≤ (α
(j)
i (c
(j+1)
k′ − c
(j+1)
k )),
♦ù α(j)i ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳ ◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s λsfa ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳✶✳ ❙♦✐t dprio−sfa ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s λprio∪
λsfa✳ ❆❧♦rs✱
dprio−sfa ≤ dsfa ❡t dprio−sfa ≤ dprio.
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❞é❧❛✐ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✵ ❞♦♥♥❡ dprio−sfa = 49 ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t dprio−sfa = 5/6 ♣♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ✭❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ❞é❧❛✐
♣✐r❡✲❝❛s✮✳
✺✳✹✳✷ ❆❥♦✉t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s t❡♥t♦♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❜♦r♥❡s ❡①❛❝t❡s ❡♥ ❡①♣r✐♠❛♥t ❧❡s ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❡t ❞❡ ♣r✐♦r✐tés ❡♥ ❝❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r ❞✉r❛♥t ❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡✳
Pré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❞❡ Rj ét❛✐❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❡①♣r✐♠é❡s ❡♥tr❡ ❧❡s
✐♥st❛♥ts tj ❡t tnext(j)✳
❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✵✱ ♥♦✉s ❡①♣r✐♠♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡
s❡r✈✐❝❡ ❞❡ R1 ❡♥tr❡ t2 ❡t t3✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣♦✉r ❧❡s
r♦✉t❡✉rs R1 ❡t R2 ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥st❛♥ts t3 ❡t t4 ✈✉ q✉❡ ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡ ❧❡s r♦✉t❡✉rs
❞♦✐✈❡♥t ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❞é❧❛✐ ✐♥✜♥✐ ❛✜♥ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ❞é❧❛✐✳
❆✐♥s✐ ✐❧ ❢❛✉t ét✉❞✐❡r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❛ ❞❛t❡ t3✳ ❈❡❝✐ r❡q✉✐❡rt ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞❛t❡ t′2 = start1(t3)✱ ♦ù start1(t) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡
❞✉ r♦✉t❡✉r R1 ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❛ ❞❛t❡ t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❢❛✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ❞❛t❡ c
(1)′
1 ❛✜♥ ❞✬❡①♣r✐♠❡r
❧❡s ♣r✐♦r✐tés ❞❛♥s R1 ❡♥tr❡ t′2 ❡t t3✳ ▼❛✐s ❛❧♦rs ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ✿
✕ t1 ≤ c
(1)
1 ≤ t2 ≤ t
′
2 ≤ c
(1)′
1 ≤ t3✱ ♦✉
✕ t1 = t′2 ≤ c
(1)
1 = c
(1)′
1 ≤ t2 ≤ t3✱ ♦✉
✕ t1 = t′2 ≤ c
(1)
1 ≤ t2 ≤ c
(1)′
1 ≤ t3✳
❈❡s ❞❛t❡s ♣❡✉✈❡♥t s✬❡♥tr❡♠ê❧❡r ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs c(2)1 ❡t c
(2)
2 ✱ ❝❡ q✉✐ rés✉❧t❡ ❡♥ ✉♥
t♦t❛❧ ❞❡ ✸✶ ♦r❞r❡s ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s✳ ❍é❧❛s✱ t❡st❡r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ✉♥✐q✉❡
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✬❛✈èr❡ ✐rré❛❧✐s❛❜❧❡✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❡♥ ❡✛❡t ❝ré❡r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ♦r❞r❡ é✈❡♥t✉❡❧✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡ ré✈è❧❡ ✐♥❛♣♣r♦♣r✐é❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬♦r❞r❡s ♣rés✉♠és ❡①♣❧♦s❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡✳
✺✳✹✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❜♦r♥❡s ❡①❛❝t❡s
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❞❡✉① ❝❛s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❜♦r♥❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❣râ❝❡ ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❧✐♥é❛✐r❡s λprio ❡st ❡①❛❝t❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❝❛♥t♦♥♥♦♥s ❛✉① ❝❛s ❞❡s t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❡♥ ❛r❜r❡ ❡t ♥♦✉s
s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s r♦✉t❡✉rs s♦♥t ♥✉♠ér♦tés ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ j < next(j)✳
✶✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❜♦r♥❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛✈❡❝ ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s
P❧✉s Pr♦❝❤❡s ❉❡st✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ Pr❡♠✐❡r
▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ P❧✉s ❈♦✉rt❡s ❉❡st✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ Pr❡♠✐❡r ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ❙❤♦rt❡st ❉❡st✐♥❛t✐♦♥
❋✐rst✮ ✭❙❉❋✮ ❬✺✻❪ ❡st ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ à ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s ♦ù ✉♥ ✢✉① ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ♣r✐♦r✐té ♣❧✉s
é❧❡✈é❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ✢✉① ❞♦♥t ❧❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❞é♣❛ss❡ s❛ ♣r♦♣r❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♣r✐♦r✐tés
s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
✭❙❉❋✮ i1 < i2 ⇒ lasti1 ≤ lasti2 .
▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣✐r❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♣♦✉r ♥♦tr❡
♠♦❞è❧❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳✷✳ ▲❡ ♣✐r❡ ❞é❧❛✐ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❛②❛♥t ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❛r❜r❡ ❡t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡
❛✈❡✉❣❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛tt❡✐♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❡st ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❙❉❋✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t (F (j)i ) ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ q✉✐ ❛tt❡✐♥t ❧❡ ♣✐r❡ ❞é❧❛✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉ rés❡❛✉
❡t ♠♦❞✐✜♦♥s ❝❡tt❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✱ ❡♥ ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ (F˜ (j)i )✱ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❙❉❋✳
❙♦✐t tNr+1 ❧❛ ❞❛t❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✐♥térêt ❞✉ ✢✉① fNf s♦rt ❞✉ rés❡❛✉ ❡t tj =
startj(tnext(j))✳
✭✶✮ ❆✈❛♥t ❧❡ t❡♠♣s tj ✱ ❧❡s ❛♥❝êtr❡s Rk ❞✉ r♦✉t❡✉r Rj ❛❣✐ss❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s r♦✉t❡✉rs
✐♥✜♥✐s ✿ ∀t ≤ tj ✱ F˜
(k)
i (t) = F˜
(k−1)
i (t) ❀
✭✷✮ ❆♣rès ❧✬✐♥st❛♥t tnext(j)✱ ❧❡s ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts Rk ❞✉ r♦✉t❡✉r Rj ❛❣✐ss❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s
r♦✉t❡✉rs ✐♥✜♥✐s ✿ ∀t ≥ tnext(j)✱ F˜
(k)
i (t) = F˜
(k−1)
i (t) = F
(0)
i (t) ❀
✭✸✮ ❉✉r❛♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡ ]tj , tnext(j)]✱ ❧❡ s❡r✈✐❝❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞✉ r♦✉t❡✉r Rj ❡st ❧❡ ♠ê♠❡
q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❢♦✉r♥✐ à ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ (F (j)i ) ❡t r❡s♣❡❝t❡ ❧❡s ♣r✐♦r✐tés ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❙❉❋✳
▲❛ ❞❛t❡ tj ét❛♥t ✐♥❝❤❛♥❣é❡✱ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❝❛❧❝✉❧é ❡st ✐♥❝❤❛♥❣é é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❛
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡st ♠♦❞✐✜é❡ ♣❛r ✭✶✮ ❡t ✭✷✮✱ ❡❧❧❡ r❡st❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐q✉❡
♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡ ❞✬✉♥ r♦✉t❡✉r à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é ♥❡ ♣❡✉t q✉✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❝♦♠♣❛ré❡ à ❝❡❧❧❡
❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ (F (j)i ) s❛t✐s❢❛✐t ❞é❥à ❛✉① ♣♦✐♥ts
✭✶✮ ❡t ✭✷✮✳ ■❧ r❡st❡ à ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ (F˜ (j)i ) ❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t q✉❡
]tj , tnext(j)] ❡st ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡ ❞✉ r♦✉t❡✉r Rj ✳
▼♦♥tr♦♥s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r♦✉t❡✉rs q✉❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s♠✐s❡ ❡st ❛✉
♠♦✐♥s é❣❛❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❋❧(j)≥k = ❋❧(j) ∩ [k,Nf ]✳ ❖♥
♠♦♥tr❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ r♦✉t❡✉r Rj ✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t k✱
∑
i∈❋❧(j)≥k
(F˜
(previ(j))
i (tj)− F˜
(j)
i (tj)) ≥
∑
i∈❋❧(j)≥k
(F
(previ(j))
i (tj)− F
(j)
i (tj)).
❙✐ Rj ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❧✬✐♥éq✉❛t✐♦♥ ❡st ✈r❛✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ previ(j) = 0✱ ❧❡s
❛rr✐✈é❡s ❝✉♠✉❧é❡s s♦♥t ✐♥❝❤❛♥❣é❡s ❡t ]tj , tnext(j)] ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡ ❞❡ ❝❡tt❡
❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳
❍②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✿ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r t♦✉t r♦✉t❡✉r
❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ∪i∈F l(j)previ(j)✳ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐❡
♣♦✉r ❧❡ r♦✉t❡✉r Rj ✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t r♦✉t❡✉r Rj′ ✱ j′ = previ(j)✱ ❧✬✐♥éq✉❛✲
t✐♦♥ ❡st ❛ss✉ré❡ à ❧✬✐♥st❛♥t tj ✭❡t ♥♦♥ ❛✉ t❡♠♣s tprevi(j)✮✳ ❙♦✐t ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ k✱ ♥♦✉s
♥♦t♦♥s H✱ H˜✱ L ❡t L˜ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s♠✐s❡ à ❧✬✐♥st❛♥t tj′ ❛✉ r♦✉t❡✉r Rj′ ♣♦✉r ❧❡s ✢✉① ♣❧✉s
✭♠♦✐♥s✮ ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s q✉❡ fk ♣♦✉r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ (F
(j)
i ) ✭(F˜
(j)
i )✮✳
P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ L 6 L˜ ❡t H + L 6 H˜ + L˜✳ ❙✐✱ H˜ −H > 0✱ ❛❧♦rs ❧❡ s❡r✈✐❝❡
❢♦✉r♥✐ ❛✉① ✢✉① ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s ❛✉❣♠❡♥t❡ ✭❣râ❝❡ à ❙❉❋✮ ❡t ❝❡❧✉✐ ♣♦✉r ❧❡s ✢✉① ♠♦✐♥s
♣r✐♦r✐t❛✐r❡s ❞✐♠✐♥✉❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ✢✉① ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s ❡♥tr❡
❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s (F (j)i ) ❡t (F˜
(j)
i ) ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à H − H˜✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ s❡r✈✐❝❡ ❛♣♣♦rté ❛✉ ✢✉①
♠♦✐♥s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s ♥❡ ♣❡✉t q✉✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❞❡ H−H˜ 6 L˜−L✱ ❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳
✺✳✺ ❘és✉❧t❛ts ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s ✶✷✼
P❧✉s ❝♦✉rt❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✉r ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✷
Prés❡♥t♦♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡
♣✐r❡ ❞é❧❛✐ ✿ t♦✉s ❧❡s ✢✉① tr❛✈❡rs❡♥t ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✷ r♦✉t❡✉rs ❡t ✉♥❡ ♣r✐♦r✐té ♣❧✉s é❧❡✈é❡
❡st ❛❝❝♦r❞é❡ ❛✉ ✢✉① s♦rt❛♥t ♣❧✉s t❛r❞ q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ✭i1 ≤ i2 ⇒ lasti1 ≥ lasti2✮✳ ❈❡tt❡
♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ♥♦♠♠é❡ ❙❤♦rt❡st ❉❡st✐♥❛t✐♦♥ ▲❛st ♦❢ s✐③❡ ✷ ✭✷❙❉▲✮✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ t❡❧
rés❡❛✉ ❡st r❡♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✽✶✳
f6
f5 f3 f1
f4
β2 β3 β4f2
β1
❋✐❣✉r❡ ✽✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ rés❡❛✉ s♦✉♠✐s à ❧❛ ♣r✐♦r✐té ✷❙❉▲✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳✸✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ λprio ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❞é❧❛✐ ♣✐r❡✲❝❛s ❧♦rsq✉❡
❧❡ rés❡❛✉ r❡♠♣❧✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ à ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s ✭✷❉❙▲✮✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t (F (j)i ) ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s λprio✳ ▲❡ ❞é❧❛✐ ❝❛❧❝✉❧é ❡st ✐♥❝❤❛♥❣é ❧♦rsq✉❡ ❧❡ r♦✉t❡✉r Rj ❢♦✉r♥✐t ✉♥ s❡r✲
✈✐❝❡ ✐♥✜♥✐ ❛♣rès ❧❛ ❞❛t❡ tnext(j)✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ s❡r✈✐❝❡ ❡st ✐♥❝❤❛♥❣é ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥st❛♥ts [tj , tnext(j)[
❡t ❧❡ s❡r✈✐❝❡ ❢♦✉r♥✐ ❛✉① ✢✉① ❞❡ ♣r✐♦r✐tés ♠❛①✐♠❛❧❡s ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣é ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t
❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ✢✉① ♣♦✉r ❧❡ r♦✉t❡✉r✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❛♣♣♦rté à ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡st ❞♦✉❜❧❡ ✿
✉♥ s❡r✈✐❝❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❡✉t êtr❡ ❢♦✉r♥✐ à ❧✬✐♥st❛♥t tj ♣♦✉r ❧❡s ✢✉① ❞❡ ♣r✐♦r✐tés ✐♥✲
t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❡t ❧❡s ✢✉① s♦rt❡♥t ❞✉ rés❡❛✉ à ❝❡ r♦✉t❡✉r Rj ✳ ❈❡❝✐ ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs ❛✉❝✉♥❡
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s♠✐s❡ ❛✉① r♦✉t❡✉rs s✉✐✈❛♥ts✳
❆✐♥s✐ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞♦♥t ❧❡ ❞é❧❛✐ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ λprio✳
✺✳✹✳✹ ❇♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞✉ ♣✐r❡ ❞é❧❛✐
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧❡s ❞é❧❛✐s q✉❡ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡s ❜♦r♥❡s
❡①❛❝t❡s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❝❡ ❞é❧❛✐✳
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ t♦✉s ❧❡s r♦✉t❡✉rs ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥ s❡r✈✐❝❡ ✐♥✜♥✐ ❛♣rès ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡✳ ▲❡ ❞é❧❛✐ ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♥♦té dlbound✳
P♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥ s❡r✈✐❝❡ ✐♥✜♥✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r ❛♣rès ❧❡✉r ♣r❡♠✐èr❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝❤❛r❣é❡✱
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✕ ∀j ∈ [1, Nr], ∀i ∈ [1, Nf ] ✐❢ i ∈ Fl(j)✱ ∀k ∈ Fl(next(j)) ∪ {0}, F
j
i (c
(next(j))
k ) =
F 0i (c
(next(j))
k )✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡t ❞♦♥❝ ♥✬❛✉❣♠❡♥t❡ ♣❛s
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✹✳✹✳ ▲❡ ❞é❧❛✐ ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ rés❡❛✉ r❡♣rés❡♥té
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✵✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s α′1✱ α
′
2✱ α
′
3✱ β
′
1✱ β
′
2✱ β
′
3✱ ❞é✜♥✐❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❡st
dlbound = 39.25✳ ❆✈❡❝ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♠ét❤♦❞❡ ✭q✉✐ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡s ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❙❋❆✮ ♦♥ ♦❜t❡♥❛✐t dprio−sfa = 49✳ ❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜s❡r✈❡r ✉♥ é❝❛rt ♥♦♥✲
♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♠ét❤♦❞❡✳
✺✳✺ ❘és✉❧t❛ts ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s
➱✈❛❧✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s s✉r q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✉r
❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✈❛r✐❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s rés❡❛✉①✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ❝❤❛r❣❡s✳
✶✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❜♦r♥❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛✈❡❝ ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s
✺✳✺✳✶ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡
▲❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥t été ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❈❛♠❧ ❣é♥ér❛♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡①♣✲
r✐♠❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❞♦♥♥é✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ét✉❞✐é❡s s♦♥t ❧✐sté❡s
❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❡ ❞é❧❛✐ ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡✲❡❧❧❡s
❡st ✐♥❞✐q✉é❡ ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s✳
✕ ▼ét❤♦❞❡ ❙❋❆ à ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s ✭dsfa✮ ❀
✕ P♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❛✈❡✉❣❧❡ ✭dblind✮ ❀
✕ P♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ à ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s ✭dprio✮ ❀
✕ P♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ à ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❙❋❆ ✭dprio−sfa✮ ❀
✕ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭dlbound✮✳
▲✬✉♥✐q✉❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ✉t✐❧✐sé ❡st ✉♥ ✜❝❤✐❡r t❡①t❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝♦♥❝✐s❡ ❞❡
❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬❛rr✐✈é❡s ❡t ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❞✉ rés❡❛✉ à ét✉❞✐❡r✳ ❈❡s ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡s r❡♣r❡♥♥❡♥t ❡t ét❡♥❞❡♥t ❝❡❧✉✐ ❝ré❡ ♣♦✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ♣rés❡♥té❡s
❞❛♥s ❬✾❪✳ ❉❡ ♣❛rt ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥✬❛❝❝❡♣t❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t
q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡♥ t❛♥❞❡♠✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ s♦❧✈❡✉r ▲P❙♦❧✈❡ ❬✺❪ ❛✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❧✐♥é❛✐r❡s ❣é♥éré❡s ❡t ❛✐♥s✐ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❞é❧❛✐ ♠❛①✐♠❛❧✳
✺✳✺✳✷ ➱t✉❞❡ ❞✬✉♥ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡ ❞❡ rés❡❛✉
➱t✉❞✐♦♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❝♦♠♣♦sé ❞❡ Nr r♦✉t❡✉rs ❡t Nr + 1 ✢✉①✳ ◆♦✉s
❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ rés❡❛✉✱ ✓rés❡❛✉ ❡♥ t❛♥❞❡♠ à ✢✉① ❡♠❜♦✐tés✔✳ ▲❡ ✢✉① fi tr❛✈❡rs❡ ❧❡s
r♦✉t❡✉rs R1 à RNr−i+1 ❡t fNr+1 tr❛✈❡rs❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❡♥t✐❡r✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✷ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡
t❡❧❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❧♦rsq✉❡ Nr = 4✳
f5
f4 f3 f2 f1
β4β3β2β1
❋✐❣✉r❡ ✽✷ ✕ ❘és❡❛✉ ❞❡ ✹ r♦✉t❡✉rs ❡♥ t❛♥❞❡♠ à ✢✉① ❡♠❜♦✐tés✳
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ét✉❞✐❡r ❧✬❡✛❡t ❞✉ t❛✉① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r♦✉t❡✉rs s✉r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥
❞❡s rés✉❧t❛ts✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❞✉ r♦✉t❡✉r Rj ♣❛r βj(t) = 3(Nr −
j + 1)(t − 0.1)+✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ ❡st ✵✳✶ s ❡t ❧❡ t❛✉① ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❡st ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t
❧✐♥é❛✐r❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✢✉① tr❛✈❡rs❛♥t ❧❡ rés❡❛✉✳ ❈❤❛q✉❡ ✢✉① fi ✭s❛✉❢ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r✮ ❞✐s♣♦s❡
❞❡s ♠ê♠❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ▲❡s ♠❡ss❛❣❡s ❛rr✐✈❡♥t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ q✉✐ ✈❛r✐❡
❡♥tr❡ ✵✳✸ ▼❜✐ts✴s ❡t ✷✳✾ ▼❜✐ts✴s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ✢✉① ✐♥st❛♥t❛♥é ❞❡ ♠❡ss❛❣❡ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ ✶ ▼❜✐ts ✿ αi(t) = 1+ ρit✱ ❛✈❡❝ ρi ∈ [0.3, 2.9]✳ ▲❡ ✢✉① fNr+1 tr❛♥s♠❡t ❛✉ rés❡❛✉
✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ✉♥✐q✉❡ ❞❡ ✶ ▼❜✐ts ✿ αNr+1(t) = 1✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✸ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❜♦r♥❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞✉ ❞é❧❛✐ ❞✉ ✢✉① fNr+1 ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❝❡s
♠ét❤♦❞❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✽ r♦✉t❡✉rs ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ✈❛r✐❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛rr✐✈❛♥t ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ❡♥tr❡ ✵✳✸ ▼❜✐ts✴s ❡t ✷✳✾ ▼❜✐ts✴s✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✹ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❧❛✐s ❝❛❧❝✉❧és ❛✈❡❝ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞✉ rés❡❛✉ ✈❛r✐❡ ❞❡ ✷ à ✶✵ r♦✉t❡✉rs✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞✉ ✢✉① fi ❡st αi(t) = 1 + 2.5t s✐
i 6= Nf ❡t αNf (t) = 1✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❋❆ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ♣❡ss✐♠✐st❡ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤✲
♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t r❡♥❞r❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✺ ❢♦✐s ♣❧✉s é❧❡✈és q✉❡
dprio✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té dprio−sfa ≤ dprio ≤ dblind ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡
❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t dprio−sfa ❡st ❛ss❡③ ❢❛✐❜❧❡✳ ❈❡ q✉✐ ✐❧❧✉str❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ✜♥❡ss❡ ❞❡s
✺✳✺ ❘és✉❧t❛ts ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s ✶✷✾
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t❛✉① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s
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❋✐❣✉r❡ ✽✸ ✕ ❇♦r♥❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞✉ ❞é❧❛✐ ♣♦✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ✽ r♦✉t❡✉rs
❡♥ t❛♥❞❡♠ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✢✉① ❡♠❜♦✐tés✳
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♥♦♠❜r❡ ❞❡ s②stè♠❡s
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❜
❜
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❜
❜
❜
❜
❜
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❝
❝
❝
❝
❝
❝
❝
❝
❝
❝
dprio−sfa
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♦
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❋✐❣✉r❡ ✽✹ ✕ ❇♦r♥❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞✉ ❞é❧❛✐ ♣♦✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❡♥ t❛♥❞❡♠ ❝♦♠♣♦sé
❞❡ ✢✉① ❡♠❜♦✐tés ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r♦✉t❡✉rs ✈❛r✐❡ ❞❡ ✷ à ✶✵✳
❜♦r♥❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❝❛r ♥♦s ❝❛❧❝✉❧s ♥❡ s♦♥t ❛❧♦rs ♣❛s très é❧♦✐❣♥és ❞✉
❞é❧❛✐ ♣✐r❡✲❝❛s✳
✺✳✺✳✸ ➱t✉❞❡ ❞✬✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡
Prés❡♥t♦♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ét✉❞✐é ❝❡ t②♣❡ ❞❡
t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✹✳✸ ♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é ✭t❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳✸✮ q✉❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡
❛tt❡✐❣♥❛✐t ❧❡ ❞é❧❛✐ ♣✐r❡✲❝❛s✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts dsfa✱ dblind ❡t
dprio ✭dprio = dprio−sfa = dlbound✮✳
▲❡ rés❡❛✉ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ Nr r♦✉t❡✉rs ❡t ❞❡ Nr+2 ✢✉①✳ ❈❤❛q✉❡ ✢✉①
tr❛✈❡rs❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① r♦✉t❡✉rs✱ s❛✉❢ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t ❧✬❛✈❛♥t✲❞❡r♥✐❡r q✉✐ ♥✬❡♥ tr❛✈❡rs❡♥t
q✉✬✉♥ ❡t fNf q✉✐ tr❛✈❡rs❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r♦✉t❡✉rs✳ ❈❤❛q✉❡ ✢✉① ❞é❜✉t❡ ❡♥ ✉♥ r♦✉t❡✉r
❞✐✛ér❡♥t✱ ❡t ❧❡s ✢✉① s♦♥t ♥✉♠ér♦tés ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ i1 ≤ i2 ⇒ lasti1 ≥ lasti2 ✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✺
r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ t❡❧ rés❡❛✉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✹ r♦✉t❡✉rs✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡✱ ❧❡ r♦✉t❡✉r Rj ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ βj(t) = 10(t−5)+✱
❧❡ ✢✉① fi ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ αi(t) = 1 + 2t s✐ i 6= 1✱ α1(t) = 1 + 4t s✐♥♦♥✳
▲❡s ❜♦r♥❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡ ❞é❧❛✐ ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ s♦♥t
r❡♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✻✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❋❆ ♠♦♥tr❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ s✉r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ dblind
✶✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❜♦r♥❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛✈❡❝ ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s
f6
f5 f3 f1
f4
β2 β3 β4f2
β1
❋✐❣✉r❡ ✽✺ ✕ ❘és❡❛✉ ❞❡ ✹ r♦✉t❡✉rs s♦✉♠✐s à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✷❙❉▲✳
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✾✵
✶✵✵
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♥♦♠❜r❡ ❞❡ s②stè♠❡s
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r
r
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r
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❝
❝
❝
❝
❝
❝
❝❝
❋✐❣✉r❡ ✽✻ ✕ ❇♦r♥❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞✉ ❞é❧❛✐ ♣♦✉r ✉♥ rés❡❛✉ s♦✉♠✐s
à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✷❙❉▲ ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ✈❛r✐❡✳
❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❞é❧❛✐ ♣✐r❡✲❝❛s ✭dlbound✮✳
❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ♣r✐♦r✐té ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❙❋❆ ❝♦♥st✐t✉❡
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❞é❧❛✐ ♣✐r❡✲❝❛s ❞❡s rés❡❛✉① ❞♦♥t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡
❡st à ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡
❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛❧❝✉❧✉s ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① à ♣♦❧✐t✐q✉❡
❞❡ s❡r✈✐❝❡ à ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s✳ P♦✉r ❧❡s t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❡♥ ❛r❜r❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡ ❜♦♥s
rés✉❧t❛ts✱ ♠ê♠❡ s✐ ❡❧❧❡s ❝❛❧❝✉❧❡♥t ♣❛r❢♦✐s ✉♥❡ s✉r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡s
r♦✉t❡✉rs ét❛♥t ❞✉♣❧✐q✉és ❛✜♥ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t♦✉s ❧❡s ✢✉①✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts
s♦♥t ♣❧✉s ♣❡ss✐♠✐st❡s✳
▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés s♦♥t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡s à ♦❜t❡♥✐r ♣♦✉r ❞❡ ❣r❛♥❞❡s t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳
◆♦tr❡ ét✉❞❡ s❡ r❡str❡✐♥t ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞✬❛rr✐✈é❡s ❝♦♥❝❛✈❡s ❛✣♥❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①
❡t ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❝♦♥✈❡①❡s ❛✣♥❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ ▼ê♠❡ s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❝❛s très
✐♥tér❡ss❛♥t q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ré❛❧✐st❡ ❞❡s ❛rr✐✈é❡s ❡t ❞❡s s❡r✈✐❝❡s ❞❡s
rés❡❛✉①✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♣ré✈♦✐r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ à ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s✳
❯♥ tr❛✈❛✐❧ ✐♥tér❡ss❛♥t s❡r❛✐t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ à ❞✬❛✉tr❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡s
✭●P❙ ✭●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ Pr♦❝❡ss♦r ❙❤❛r✐♥❣✮✱ ❋◗ ✭❋❛✐r ◗✉❡✉✐♥❣✮✱ ❡t❝✳✮✳ ❈❡❝✐ à été ré❝❡♠♠❡♥t
ét✉❞✐é ♣❛r ❇♦✉✐❧❧❛r❞ ❡t ❙t❡❛ ✭❬✶✵❪✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❋■❋❖✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
❞❛♥❣❡r❡✉① ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ été ♠♦t✐✈é ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♦♥t ❡♥❝♦r❡ ❜✐❡♥ ❞✉ ♠❛❧ à ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❡✉rs rés❡❛✉①✱ ❝❡ q✉✐ ❧❡✉r
❝❛✉s❡ ✉♥ ❢♦rt ♣ré❥✉❞✐❝❡ ♣é❝✉♥✐❛✐r❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡✉①
❛①❡s ♠❛❥❡✉rs✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❡♥❝❤és s✉r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♠❡♥❛ç❛♥t
❧❛ s❛♥té ❞❡s rés❡❛✉①✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ét❛❜❧✐ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②s❛♥t ❞❡s ✢✉① ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❛✉ss✐ r❛♣✐❞❡ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧ q✉❡ ❧é❣èr❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r
❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞✬✐♥térêts ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡♥ t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ❈❡❝✐
❛✉t♦r✐s❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣r♦❛❝t✐✈❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t à ❧✬❛❞♠✐♥✐str❛t❡✉r rés❡❛✉ ❞❡ ré❛❣✐r ❞✉r❛♥t
❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛❜✐❧✐té✱ ❛✈❛♥t q✉✬✉♥❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡✳
❉❛♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❤❛s❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ s✉r ❧❡s ✢✉① ❞✬❛❧❛r♠❡s✳
▲❡ ❞é✜ rés✐❞❛✐t ❞❛♥s ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té à ❡①tr❛✐r❡ ❞❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ♦♣✉❧❡♥t❡s ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❝♦♥❝✐s❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣ré❞✐❝t✐✈❡✱ ❡①tr❛②❛♥t ❞❡s
séq✉❡♥❝❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛❧❛r♠❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s✳ ❈❡s séq✉❡♥❝❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r
❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❡t ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧❡✉r é✈♦❧✉t✐♦♥✳
◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥s✉✐t❡ ✐♥tér❡ssés ❛✉ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s
❡t ❧❡s ❞é❧❛✐s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✳
◆♦tr❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣ré♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ét❛✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s
❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡t ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉✈❛♥t
♠❡♥❡r à ❧❛ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ✭❞é❧❛✐ ✐♥✜♥✐✮✳ ■❧ s✬❛❣✐ss❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s ré❞✉✐s❛♥t ❧❡s ❞é❧❛✐s ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❜✉t✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❖❙P❋ ♣❛r rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ t❡♠♣♦r✐sé✳ ❯♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞é✜♥✐ à ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ r❡❝❤❡r❝❤❛♥t ✉♥❡
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛ été ♣rés❡♥té✳
❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣ré♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❛✐t à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❧❛✐s ♠❛①✐♠❛✱
♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞♦♥t ❧❡s s❡r✈❡✉rs s♦♥t s♦✉♠✐s à ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ à ♣r✐♦r✐tés
✜①❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s r♦✉t❡✉rs ❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞❡s
♠❡ss❛❣❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❛✐t à ❡♥❝♦❞❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ♥❡t✇♦r❦
❝❛❧❝✉❧✉s ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥❛✐r❡✳ ◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♠♣❛ré❡ ❛✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st❛♥t❡s
♦❜t✐❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs✳ ❯♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❛ été
❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❞❡ tr❛✈❛✉① ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡①✐st❛♥ts✳
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t à ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✳ ◆♦✉s
s♦✉❤❛✐t♦♥s ❡♥ ♣rés❡♥t❡r ✐❝✐ ❝❡rt❛✐♥❡s✱ r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞é✈❡❧♦♣♣és✳
✶✸✶
✶✸✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❞❡s ❡①♣❡rt✐s❡s ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ rés❡❛✉① ♦♥t ♣r♦✉✈é ❧❡✉r
❡✣❝❛❝✐té s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ét✉❞✐é ❧✬ét❡♥❞✉❡
❞❡ ❧❡✉rs ❝❛♣❛❝✐tés✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞é❝❡♠♠❡♥t ♣❛s ❛✣r♠❡r q✉✬❡❧❧❡s ❞ét❡❝t❡♥t ♣ré❝✐sé♠❡♥t
t♦✉t❡s ❧❡s ❛♥♦♠❛❧✐❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ♥❛t✉r❡❧ q✉❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s s♦✐t ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❞❡s ét✉❞❡s ♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣r♦❢♦♥❞❡
s✬❛♣♣❧✐q✉❛♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ à ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❧❛✐r q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❡rr❡✉rs ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ré♣❡rt♦r✐é ❡t t❡sté✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡ ❝ré❡r
✉♥❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❞❡ t❡st s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜és ❛✜♥
❞✬♦❜s❡r✈❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s é✈❡♥t✉❛❧✐tés✳ ▼❛✐s ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧✬ét❡♥❞✉❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
❞❡s rés❡❛✉①✱ ♦❜t❡♥✐r ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❡①♣❡rt✐s❡ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ♥♦s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡
tâ❝❤❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳
❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛②❛♥t été ré❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é ♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs rés❡❛✉①✱
✉♥❡ tâ❝❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❝♦♥s✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❛♥s ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡
❝♦♠♣❛❣♥✐❡s ❞❡ té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡ttr❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s rés❡❛✉① ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r
❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés rés✐❞✉❡❧❧❡s✳ ❈♦♠♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❛❧♦rs ❧❡s ✢✉① ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❄ ❋❛✉t✲✐❧ s✬❛tt❛❝❤❡r à ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❄ ❱❛✉t✲✐❧ ♠✐❡✉① ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s
✢✉① r❡❣r♦✉♣❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❄ ❚❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s q✉❡st✐♦♥s q✉✬✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❛❧♦rs
♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ét✉❞❡✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✬ét✉❞✐❡♥t q✉✬✉♥ s❡✉❧ ✢✉① à ❧❛
❢♦✐s✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❛♥❛❧②s❡r ❧❡s ✢✉① ❡♥tr❡ r♦✉t❡✉rs ❝❡❧❛ ❡♥tr❛✐♥❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ét❛♥t ♠❛♥✉❡❧❧❡✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✢✉① ❞❡✈✐❡♥t
✈✐t❡ ✐♥❣ér❛❜❧❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣❛❧❧✐❡r ❝❡tt❡ ❧❛❝✉♥❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s
❛✜♥ q✉❡ ❧✬❛❞♠✐♥✐str❛t❡✉r rés❡❛✉ ♥✬❛✐t q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à ♦❜s❡r✈❡r✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ st❛❜✐❧✐tés✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥
♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥s✐st❡r❛✐t à ❝♦rré❧❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✢✉① ❛✜♥ ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ ❞❡s ✐♥✲
❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ rés❡❛✉ ❝♦♠♣❧❡t✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❛♥❛❧②s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡t ❛✈❡rt✐ss❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❞❛♥❣❡r ré❡❧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡❧❧❡
♣♦✉rr❛✐t r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞é✈✐❛♥ts✱ ♦✉ ❞❡ ❢réq✉❡♥t❡s ❡t ❢♦rt❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳
▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣♦✉rr❛ ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❞ét❡❝t❡r t♦✉t❡s
❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❛❞♠✐♥✐str❛t❡✉r rés❡❛✉✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t tr❛♥❝❤❡r ❡♥tr❡ ❝❡s ❛r❣✉♠❡♥ts
❡t ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ✢✉① à ❝❛r❛❝tèr❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♣♦✉rr❛✐t ❞✐s♣♦s❡r
❞✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❝❛❧❝✉❧és ❞✉r❛♥t
✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ♥♦♥ ♣❡rt✉r❜é❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛❧❝✉❧❡r❛✐t ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡♥
t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ❧❡s ❝♦♠♣❛r❡r❛✐t à ❝❡✉① ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ét❛❜❧✐s ✭✈❛❧❡✉rs ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡s✮ ❡t é♠❡ttr❛✐t
✉♥❡ ❛❧❡rt❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❞é♣❛ss❡r❛✐t ✉♥ s❡✉✐❧ ❞♦♥♥é✳
❉é✜♥✐r ❞❡s ♣❧❛❣❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡st ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❛✉q✉❡❧ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❤❡✉rtés✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡
❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❛✜♥ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s✳ ▼❛✐s ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♠❛r❣❡ ❞❡ ♠❛♥÷✉✈r❡
s❡♠❜❧❡ ❡♥❝♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡
♣❛r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡st très s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉① s✐♠✲
♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣♦rté❡s ❡t à ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡✳
❖♥ ♣♦✉rr❛✐t r❡❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝✉✐t s✐♠✉❧é✳ ❙✬❛❣✐ss❛♥t ❞✬✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ st❛t✐q✉❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❡♥✲
✈✐s❛❣❡r ✉♥❡ ét✉❞❡ ❧♦♥❣✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ♣♦✉rr❛✐t ❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥
✐♠♣♦rt❛♥t❡✳
❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣r♦♣♦sé❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t
❞✉ rés❡❛✉✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ét✉❞❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♠♦♥✲
tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ✈❛r✐❡♥t ❢réq✉❡♠♠❡♥t✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ✐❧
✶✸✸
s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♣ré✈♦✐r ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♠♦❞✐✜❡r ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥ t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥❡ ❝♦♠❜✐✲
♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ✐♥st❛♥ts ❛✉①q✉❡❧s ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡
♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ✉t✐❧❡s✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞é❧❛✐ ♠❛①✐♠❛❧ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛❧❝✉❧✉s ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠✲
♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛ré❡ ❛✉① ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ❯♥
é❝❛rt ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡♠❡✉r❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r tr♦✉✈é❡ ❡t ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ❆✐♥s✐✱
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ♦❜t❡♥✉❡ r❡st❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉✈❡rt✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛ s✉s❝✐té
✉♥ ✈✐❢ ✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞❡ ♥♦s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡✉rs ❞✬❆❧❝❛t❡❧✲▲✉❝❡♥t ❇❡❧❧✲❧❛❜s✳ ■❧s ♥♦✉s ♦♥t
❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❛❝❝♦♠♣❛❣♥és ❞❛♥s ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜r❡✈❡t ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦té❣❡r ❧✬✐♥✈❡♥t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❈❡tt❡ é✈❡♥t✉❛❧✐té ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ❢♦r♠✉❧é❡ ♣♦✉r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❊❧❧❡ ♥✬❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❛❜♦✉t✐ ♣❛r ♠❛♥q✉❡ ❞❡ t❡♠♣s✳ ▼♦♥s✐❡✉r
❇❡♥♦ît ❘♦♥♦t tr❛✈❛✐❧❧❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡s
❝❧✐❡♥ts ❞✬❆❧❝❛t❡❧✲▲✉❝❡♥t ❇❡❧❧✲❧❛❜s✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡♥t❤♦✉s✐❛st❡ ❢❛❝❡ ❛✉① ré✲
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